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Resumen

Los modelos con errores en las variables, también conocidos como modelos con errores

de medición corresponden a modelos con al menos un predictor medido con error. El prob-

lema de errores de medición aparece con frecuencia en diversas áreas del conocimiento.

Campos, como agricultura, medicina, ingenieŕıa, psicoloǵıa, educación, y finanzas son al-

gunas disciplinas que presentan problemas donde los predictores están contaminados por

errores de medición. En este minicurso se discute el modelo simple con errores de medición

y una extensión multivariada, suponiendo que los errores aleatorios siguen una distribu-

ción normal. Se presentan métodos de estimación, test de hipótesis y algunas técnicas de

diagnóstico, como influencia local. Se considera principalmente el modelo estructural y

se discuten extensiones dentro de la clase de distribuciones eĺıpticas multivariadas. Final-

mente, se ilustra el uso de estos modelos en la comparación de instrumentos o métodos

de medición.
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Caṕıtulo 1

Modelo Estructural Simple

1.1. Introducción

Los modelos con errores de medición, MEM (también conocidos como modelos con

errores en las variables) son generalizaciones de los modelos de regresión clásicos, donde al

menos uno de los predictores está contaminado con un error de medición. En este capitulo

discutiremos el MEM simple, que corresponde a una extensión del modelo de regresión

simple.

1.2. Modelo con error de medición simple

El clásico MEM simple está dado por: (ver Fuller (1987))

Xi = xi + εi0

Yi = yi + εi1

yi = α + βxi, i = 1, 2, ..., n;
(1.1)

donde Yi y Xi corresponden a la i-ésima observación, cuyos verdaderos valores son yi y

xi, respectivamente, y εi0 y εi1 son errores de medición. En notación matricial podemos

escribir:

Zi =

(
Xi

Yi

)
=

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi i = 1, . . . , n (1.2)

donde εi=

(
εi0

εi1

)
son vectores aleatorios iid N2(

(
0
0

)
,

(
φ0 0
0 φ1

)
).

Existen dos versiones del MEM, dependiendo de los supuestos acerca de la variable

regresora no observable. Si x1, x2, . . . , xn, son constantes desconocidas (parámetros inci-

dentales), el modelo se denomina MEM Funcional; mientras que, si x1, x2, . . . , xn, son
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variables aleatorias iid N(µx, φx) e independientes de los errores de medición, el modelo

es conocido como MEM Estructural (ME ). En este curso nos centraremos en el modelo

estructural. Luego, tenemos que:

Zi iid N2(µ,V ), i = 1, . . . , n, (1.3)

donde

µ =

(
µx

α + βµx

)
y V =

(
φx + φ0 βφx

βφx β2φx + φ1

)
. (1.4)

Un hecho conocido es que este modelo no es identificable, ver Fuller (1987) y Kendall

y Stuart (1979).

Definición 1.1 Sea Z un vector aleatorio observable con distribución F (z, θ); θ ∈ Θ y

z ∈ Z.

(i) Se dice que el punto θ∗ ∈ Θ es identificable por F (z, θ∗) si no existe θ ∈ Θ tal que

F (z, θ∗) = F (z, θ) para algún z ∈ Z. (1.5)

(ii) El espacio paramétrico, Θ o el modelo F , se dice identificable si cada θ ∈ Θ es

identificable. En este caso diremos que θ es identificable. En caso contrario, diremos

que θ no es identificable.

Note que el parámetro θ no será identificable si existen θ∗ 6= θ∗∗ ∈ Θ tales que

F (z; θ∗) = F (z; θ∗∗) , ∀z ∈ Z. (1.6)

Lema 1.1 En el modelo estructural (1.3)-(1.4), θ = (α, β, φ0, φ1, µx, φx)
T no es identifi-

cable.

Ejemplo 1.1 En el modelo estructural (1.3)-(1.4) considere los siguientes valores de θ

θ∗ = (2, 1, 3, 7, 1, 1)T y θ∗∗ = (1, 2, 7/2, 6, 1, 1/2)T .

De (1.4) es fácil ver que ambos valores de θ generan la misma media y la misma matriz

de covarianzas de Zi:

E(Zi) =

(
1

3

)
y V ar(Zi) =

(
4 1
1 8

)
, i = 1, 2, . . . , n,

de donde sigue que θ no es identificable.
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Una de las consecuencias de que θ no sea identificable es dada en el siguiente lema.

Lema 1.2 En el ME, si θ no es identificable, entonces no existe un estimador consistente

para θ.

Del lema tenemos que falta de identificabilidad implica falta de estimadores consis-

tentes, lo que tiene serias implicaciones en la teoŕıa asintótica de estimación y prueba de

hipótesis. Con todo, si θ es identificable no implica que exista un estimador consistente

para θ. Para un ejemplo interesante ver Grabielsen (1978).

Una de las formas de resolver el problema de identificabilidad es colocar restricciones

sobre θ. En este caso supondremos que la matriz de covarianzas de los errores de medición,

εi, es φΣ0, con Σ0 conocida, y sin pérdida de generalidad, ver Gleser (1981), podemos

suponer que Σ0 = I2, la matriz identidad de orden 2. Este caso incluye la usual restricción,

ver Fuller (1987), de razón de varianzas de los errores de medición λ = φ1/φ0 conocida,

donde Σ0 = Diag(1, λ), y sin pérdida de generalidad podemos tomar λ = 1. Para otras

restricciones de identificabilidad ver Fuller (1987), Shyr y Gleser (1986), Jaech (1985) y

Cheng y van Ness (1999).

1.3. Estimación Máximo Verośımil

Desde (1.3)-(1.4) sigue que la función de log-verosimilitud está dada por:

l(θ) =
n∑

i=1

li(θ), (1.7)

donde, θ = (α, β, φ, µx, φx)
T , li(θ) = −log(2π) − 1

2
log|V | − 1

2
δi(θ), con δi(θ) = (Zi −

µ)T V −1(Zi − µ). Luego los estimadores máximo verośımiles son, (ver Fuller, 1987):

µ̂x = X̄, α̂ = Ȳ − β̂X̄, β̂ =
−(SXX − SY Y ) +

√
(SXX − SY Y )2 + 4S2

XY

2SXY

(1.8)

y

φ̂ =
1

c
(SY Y − 2β̂SXY + β̂2SXX), φ̂x =

SXY

nβ̂
,

donde,

c = (1+β̂2), SXX =
1

n

n∑
i=1

(Xi−X̄)2, SXY =
1

n

n∑
i=1

(Xi−X̄)(Yi−Ȳ ) y SY Y =
1

n

n∑
i=1

(Yi−Ȳ )2.

Para estimar la varianza de los EMV podemos usar la inversa de la matriz de infor-

mación esperada. Este resultado es presentado en el siguiente teorema.
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Teorema 1.1 Bajo el ME :
√

n(θ̂ − θ)
D7→ N5(0;Ωθ), donde

Ωθ =




(µ2
xφ

2k/φ2
x) + cφ −µxφ

2k 0 βφ (µxφ
2βk)/φ

3/2
x c

c/k1φx 0 0 β/k1

√
φx

2φ2 0 −φ
√

φx/(k − 1)
φx + φ 0

(1/k1) + (φx/2)




, (1.9)

con k = 1+φxc/φ, k1 = (1−k−1)/φ = φxc/φ
2k. Aqúı,

D7→ indica convergencia en distribu-

ción cuando n →∞. Es decir, para n grande, θ̂ ∼ AN5(θ, 1
n
Ωθ)

Demostración: Primero calculamos la matriz de información esperada usando la formula

dada por Dolby (1976),

−E

(
∂2l(θ)

∂θi∂θj

)
= n

{
1

2
tr

(
V −1∂V

∂θi

V −1∂V

∂θj

)
+

∂µ′

∂θi

V −1 ∂µ

∂θj

}
,

y el resultado sigue, después de alguna algebra. Aqúı, θ = (θ1, θ2, θ3, θ4, θ5)
T = (α, β, φ, µx, φx)

T .

Notemos que
√

n(α̂ − α, β̂ − β, φ̂ − φ)
D7→ N3(0, Γ), donde Γ = Γθθ dada no Teorema

1.3.1 de Fuller (1987).

1.4. Test de hipótesis

Al igual que en regresión lineal simple, una hipótesis de interés en este caso es H01 : β =

0. Note que Cov(Yi, Xi) = βφx, de modo que β = 0 es equivalente con ρ = ρ(Yi, Xi) = 0.

Luego el test de la razón de verosimilitudes (TRV) conduce al siguiente estad́ıstico,

T =
r
√

n− 2√
1− r2

, (1.10)

el cual, bajo H01, tiene una distribución t con n−2 grados de libertad, y r = SXY /
√

SXXSY Y

es el coeficiente de correlación muestral.

Otra hipótesis de interés es H02 : β = β0, con β0 conocido. El TRV esta dado por,

G = 2{l(θ̂)− l(θ̂0)} = nlog{(β2
0SY Y + 2β0SXY + SXX)(SY Y − 2β0SXY + β2

0SXX)

(1 + β2
0)(SY Y − S2

XY /SXX)
},

(1.11)

el cual bajo H02 tiene, para n grande, aproximadamente una distribución chi cuadrado con

1 grado de libertad. Como ha sido discutido en la literatura, Wong (1989) y Arellano-Valle
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y Bolfarine (1996a) la aproximación de la distribución del estad́ıstico G a la distribución

chi-cuadrado puede mejorarse usando la corrección de Bartlett. En efecto, tanto Wong

(1989) como Arellano-Valle y Bolfarine (1996a) muestran, usando distintas técnicas, que

el TRV corregido está dado por,

G∗ =
G

(1 + 5/2n)
. (1.12)

Arellano-Valle y Bolfarine (1998) proponen el test score para probar la hipótesis H02 :

β = β0. En efecto ellos muestran que el estad́ıstico score esta dado por,

SR = n(dT
1 Sd2)

2/(dT
1 Sd1)(d

T
2 Sd2), (1.13)

donde d1 = 1√
c
(1, β0)

T , d2 = 1√
c
(−β0, 1)T y S = [(Sij)], con S11 = SXX , S12 = SXY y

S22 = SY Y .

Arellano-Valle y Bolfarine (1998) muestran que, bajo H02,

SR

n
∼ Beta

(
1

2
,
n− 2

2

)
,

una distribución beta con parámetros 1
2

y n−2
2

. De aqúı sigue que, bajo H02, la estad́ıstica

FS = (n− 2)

(
n

SR

− 1

)−1

= (n− 2)

(
SR/n

1− SR

n

)
∼ F (1, n− 2) , (1.14)

una distribución F con 1 y n − 2 grados de libertad. Es decir el estad́ıstico score tiene

una distribución exacta.

1.5. Bondad de ajuste

Para evaluar el ajuste del modelo estructural normal, podemos construir el gráfico de

las distancias transformadas, ver Little (1988) y Lange et al. (1989).

Recordemos que

δi(θ) = (Zi − µ)T V −1(Zi − µ), i = 1, 2, . . . , n. (1.15)

es la distancia de Mahalanobis. Bajo normalidad, sabemos que δi(θ) tiene una distribución

chi-cuadrado con 2 grados de libertad, i = 1, 2, . . . , n. Además, δi(θ̂) tiene asintóticamente

la misma distribución χ2. Usando la aproximación de Wilson-Hilferty (Johnson y Kotz,

1970) tenemos que

zi = 3(δi(θ̂)/2)1/3 − 8

3
, (1.16)
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i = 1, 2, . . . , n, se distribuyen aproximadamente normal estándar. Un Q − Q plot de las

distancias transformadas zi, i = 1, 2, . . . , n, dadas por (1.16), puede ser utilizado para

evaluar el ajuste del modelo estructural.

1.6. Comparación de dos instrumentos de medición

La necesidad de comparar instrumentos de medición que difieren en costo, velocidad

o otros factores, ha aparecido con frecuencia en diversas áreas del conocimiento. Grubbs

(1948, 1973), por ejemplo, compara tres cronómetros, Barnett (1969) da un ejemplo donde

cuatro combinaciones instrumento-operador concebidos para medir la capacidad vital en

un grupo de pacientes son evaluados. Leurgans (1980) compara dos métodos para medir

la concentración de glucosa en la sangre. Varios otros ejemplos, en el área médica, son

mencionados por Kelly (1984, 1985) y Kaaks et al. (1994). Jaech (1985) da varios ejemplos

en ingenieŕıa, Fuller (1987) presenta casos en agricultura. Dunn (1992, 2004) presenta

aplicaciones en Psicoloǵıa y Educación.

El termino método o instrumento (de medición), se refiere a diferentes formas de

medición de una caracteŕıstica dada. El termino también puede ser aplicado cuando la

misma forma de medición es hecha por diferentes aparatos o diferentes operadores. Por

ejemplo, cuando un análisis qúımico es realizado en diferentes laboratorios, cada labora-

torio es identificado como un método o instrumento de medición. En algunos casos puede

ocurrir, también, que los diferentes métodos sean un mismo instrumento avaluado em

diferentes tiempos. En esta sección nos centraremos en el caso de dos instrumentos. En

efecto, supongamos que una caracteŕıstica x es medida por dos métodos en un grupo

común de n unidades experimentales. Como en Barnett (1969) suponemos que uno de los

instrumentos es estándar (control), que mide x con un error de medición y otro nuevo,

que se desea comparar con el estándar, y que mide x también con un error de medición

y posiblemente con sesgo aditivo y multiplicativo. Es decir un modelo para esta situación

es

Xi = xi + εi0, (1.17)

Yi = α + βxi + εi1

donde los errores de medición (εi0, εi1)
T son no correlacionados.

Un concepto importante en la comparación de instrumentos de medición es la confia-

bilidad. En lo que sigue, β0 = 1 y β1 = β.

Definición 1.2 La confiabilidad del j−ésimo instrumento, denotada por κj se define
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como,

κj = β2
j φx/(β

2
j φx + φ), j = 0, 1. (1.18)

Ahora, como Cov(Yi, xi) = βφx, V ar(xi) = φx y V ar(Yi) = β2φx + φ, tenemos que κ1

corresponde al cuadrado del coeficiente de correlación entre Yi y xi. O sea, es una medida

tipo coeficiente de determinación usada en regresión lineal y puede ser interpretada como

la proporción de la variación observada “explicada” por la recta Yi = α+βxi + εi1 y luego

0 ≤ κ1 ≤ 1. Similar interpretación tiene κ0.

Otra medida o ı́ndice usado para evaluar la calidad de un instrumento o método de

medición es la precisión. Se conocemos los parámetros α y β, entonces las observaciones

Yi, i = 1, . . . , n, en el nuevo instrumento pueden ser calibradas como

Y ∗
i =

1

β
(Yi − α) = xi +

1

β
εi1 = xi + ε∗i1 ,

las cuales son “no sesgadas” para xi, i = 1, 2, . . . , n. Los errores de medición ε∗i1 de Y ∗
i

tienen varianza φ/β2. Ya que después de la calibración los dos instrumentos miden xi sin

sesgo, una definición natural de la precisión seria, ver Shyr y Gleser (1986) y Cochran

(1968):

Definición 1.3 La precisión del j−ésimo instrumento, denotada por πj se define, como:

πj = β2
j /φ, j = 0, 1. (1.19)

Theobald y Mallison (1978) usan la “precisión relativa”, denotada por τj, definida por:

τj = πjφx = β2
j φx/φ, j = 0, 1. (1.20)

Sin embargo, Draper y Guttman (1975, 1976), definen la precisión relativa como

δj ≡ 1

τj

= φ/β2
j φx , j = 0, 1. (1.21)

Note que

κj = φxπj/(φxπj + 1) = τj/(τj + 1) = 1/(1 + δj) , j = 0, 1 (1.22)

y que

κ0 = κ1 ⇔ π0 = π1 ⇔ τ0 = τ1 ⇔ δ0 = δ1. (1.23)

De las medidas anteriores, las más utilizadas son la confiabilidad y la precisión. Note

que la confiabilidad no depende de las unidades de medición de los xi y es fácil de in-

terpretar. Sin embargo, de (1.23) vemos que comparar confiabilidades es equivalente a
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comparar precisiones o precisiones relativas.

En general el problema de comparar dos instrumentos se reduce a hacer inferencias sobre

los sesgos (α, β), confiabilidades (κj) y/o precisiones (πj). Es necesario considerar el sesgo

y la confiabilidad (precisión) simultáneamente, pues un valor alto de κj (próximo de 1)

implica sólo que Yi (medida hecha por el nuevo instrumento) es una medida confiable de

α+βx. El nuevo instrumento proporcionaŕıa medidas “exactas” de la caracteŕıstica x sólo

si κ1 es próximo de uno y si fuese insesgado (α = 0, β = 1).

Si estamos interesados en comparar las precisiones de los instrumentos, π0 y π1, las

hipótesis relevantes pueden formularse como,

H0 : π1 ≤ π0, H1 : π1 > π0. (1.24)

Es decir, H1 es la hipótesis que el instrumento 1 es mejor, más preciso, que el instrumento

estándar. Note que H0 puede formularse equivalentemente en términos de los coeficientes

de confiabilidad: H0 : κ1 ≤ κ0. Para probar H0 podemos usar el test propuesto por Pitman

(1939). En efecto, sea

W i =

(
Wi1

Wi2

)
=

(
1 1
−1 1

)(
Xi

Yi

)
= TZi , i = 1, 2, . . . , n. (1.25)

con T =

(
1 1
−1 1

)
. Luego, tenemos que

W i ∼ N2

((
α + µx(β + 1)

α + µx(β − 1)

)
,

(
2φ + φx(1 + β)2 φx(β

2 − 1)
φx(β

2 − 1) 2φ + φx(1− β)2

))
. (1.26)

Luego el coeficiente de correlación, ρ12, entre Wi1 y Wi2 es,

ρ12 =
φx(β

2 − 1)√
(2φ + φx(1 + β)2)(2φ + φx(1− β)2)

. (1.27)

Las hipótesis (1.24) son equivalentes a

H0 : ρ12 ≤ 0, H1 : ρ12 > 0. (1.28)

Es bien sabido que el TRV para probar las hipótesis (1.28) es

tn =
r12

√
n− 2√

1− r2
12

(1.29)

donde r12 es el coeficiente de correlación muestral entre W1 y W2. En términos de los

datos originales,

tn =

√
n− 2(SY Y − SXX)

2
√
|S| . (1.30)
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Finalmente rechazamos H0 si tn > tη, donde tη es el percentil 100(1− η) % de la distribu-

ción t con n − 2 grados de libertad. Shyr (1984) muestra que este test es insesgado y

uniformemente más potente.

Otra hipótesis de interés podŕıa ser: H01 : α = 0, β = 1, κ0 = κ1. O sea, esta-

mos interesados en probar si los instrumentos miden la caracteŕıstica x sin sesgo y con

la misma confiabilidad. Esta hipótesis puede probarse, por ejemplo, usando el test de

Wald. Naturalmente, dependiendo del problema, podŕıa ser de interés probar otro tipo de

hipótesis.

Ilustración: Datos conducto radicular. Se desea comparar dos métodos de medi-

ción del conducto radicular, uno fue el convencional usando radiograf́ıa (X), y otro fue un

aparato electrónico llamado LAE, (Y ). En la Tabla 1.1 se presentan los resultados para

una muestra de n = 110 conductos. En la figura (1.1) se muestra el gráfico de dispersión

de los datos, observándose una relación lineal entre las dos mediciones.

Al aplicar el modelo estructural se obtienen los siguientes resultados:

Tabla 1.2: EMV y sus errores estándar asintóticos

Parámetro Estima Error estándar
α -0.4675 0.5405
β 1.0166 0.0264
φ 0.2133 0.0288
µx 20.3690 0.2335
σx 2.4046 0.1681

La figura 1.2 muestra el gráfico de las distancias transformadas para el ME. Se puede

observar un ajuste razonable a pesar de que algunas observaciones podŕıan ser outliers.
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Tabla 1.1: Medidas del conducto radicular, hechas por 2 instrumentos

Obs. X Y Obs. X Y Obs. X Y
1 16.5 15.5 38 22.0 22.5 75 21.0 19.5
2 19.0 17.5 39 18.0 17.5 76 21.0 21.5
3 17.5 17.5 40 25.0 24.0 77 20.5 20.0
4 18.0 17.5 41 23.2 23.5 78 20.5 20
5 20.8 20.5 42 22.4 22.0 79 21.5 21.5
6 17.9 17.5 43 19.0 20.0 80 22.0 21.0
7 19.5 19.5 44 25.0 23.5 81 22.0 22.0
8 18.0 17.0 45 24.0 24.5 82 22.5 22.0
9 16.0 15.5 46 20.0 20.5 83 21.0 20.5
10 14.0 13.5 47 20.0 21.0 84 20.0 20.5
11 20.5 20.5 48 18.1 18.5 85 19.0 19.5
12 14.5 15.5 49 22.0 22.5 86 25.0 25.5
13 14.5 14.5 50 15.0 15.5 87 21.0 20.5
14 23.5 23.5 51 15.0 14.5 88 20.5 20.0
15 18.0 18.5 52 22.0 23.0 89 25.5 24.5
16 19.5 19.0 53 22.0 22.5 90 24.0 24.0
17 19.5 18.5 54 18.5 18.5 91 17.5 17.5
18 23.0 22.5 55 18.5 18.5 92 20.0 18.5
19 19.0 19.5 56 19.0 20.5 93 19.0 19.5
20 19.0 19.0 57 27.6 27.5 94 21.6 21.5
21 22.5 22.0 58 20.5 21.0 95 21.5 22.5
22 22.0 22.5 59 23.0 22.5 96 24.5 24.5
23 20.0 20.0 60 22.0 22.0 97 22.5 22.5
24 20.0 20.5 61 22.5 22.5 98 20.0 20.5
25 23.0 23.0 62 20.5 18.5 99 19.0 19.5
26 21.0 22.0 63 23.0 23.0 100 18.0 17.5
27 21.0 19.0 64 22.0 22.0 101 19.0 19.5
28 19.5 19.0 65 21.5 21.5 102 19.5 19.5
29 19.5 19.0 66 19.0 18.5 103 19.5 19.5
30 19.5 19.0 67 18.0 18.0 104 21.5 21.5
31 17.5 17.0 68 23.0 21.5 105 21.5 22.0
32 19.0 18.5 69 22.0 21.0 106 20.5 21.0
33 20.5 19.5 70 25.0 25.0 107 21.0 20.5
34 19.0 18.5 71 21.0 20.5 108 22.0 22.5
35 20.0 19.5 72 19.0 19.0 109 16.5 16.5
36 22.0 22.0 73 18.0 18.0 110 20.0 19.5
37 20.0 20.5 74 18.5 19.0

Fuente: Trabajo de titulación UV
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Figura 1.1: Gráfico de dispersión
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Figura 1.2: Gráfico de la distancia transformada para el modelo normal
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Las estimas de la precisión de cada instrumento son π̂0 = 4,6882 y π̂1 = 4,8452. El valor

del estad́ıstico tn =
√

n− 2(SY Y − SXX)/2
√
|S| =

√
108(6,1896 − 5,9954)/2x2,5546 =

0,3949. Luego no podemos rechazar la hipótesis, H0 : π1 ≤ π0.
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Caṕıtulo 2

Modelo Estructural Multivariado

2.1. Introducción

En este capitulo consideraremos una extensión del MEM simple, al caso donde disponemos

de varias respuestas y un predictor medido con error.

2.2. Modelo homocedástico

Sean xi y Xi los valores verdadero y observado del predictor x en la unidad experimen-

tal i, y Yij las respuestas observadas en la unidad i, i = 1, . . . , n y j = 1, . . . , p. Como en

Barnett (1969), Shyr (1984), Kelly (1984) y Kimura (1992) el MEM multivariado puede

escribirse como,

Yij = αj + βj xi + εij , (2.1)

i = 1, . . . , n y j = 1, . . . , p , and

Xi = xi + εi0 , (2.2)

i = 1, . . . , n. Usaremos la siguiente notación:

Zi = (Xi, Yi1, . . . , Yip)
T , εi = (εi0, εi1, . . . , εip)

T ,

los cuales son vectores aleatorios de dimension r = p + 1,

α = (α1, . . . , αp)
T y β = (β1, . . . , βp)

T ,

que corresponden a vectores de parámetros de dimension p. Luego, en notación matricial

podemos escribir,

Zi =

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi , (2.3)
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i = 1, . . . , n. También suponemos que

εi ∼ Nr(0, φΣ0),

i = 1, . . . , n, con Σ0 conocido, la cual podemos tomar, sin pérdida de generalidad, igual

a la matriz identidad de dimension r, que denotaremos por Ir. Note que si p = 1 tenemos

el MEM simple discutido en el capitulo 1.

Al igual que en el MEM simple podemos definir dos versiones del MEM multivariado,

la funcional y la estructural. Aqúı nos centraremos en el caso estructural donde suponemos

que xi es independiente de εi, i = 1, . . . , n. Luego, tenemos que

Zi ∼ Nr(

(
0
α

)
+

(
1
β

)
µx,V) , (2.4)

son vectores aleatorios iid, i = 1, . . . , n , con

V = φx

(
1
β

)(
1
β

)T

+ φ Ir .

Sean d1 ≥ d2 ≥ · · · ≥ dr los valores propios de la matriz de covarianza muestral, la

cual denotamos por

S =
1

n

n∑
i=1

(Zi − Z)(Zi − Z)T ,

con Z =
∑n

i=1 Zi/n. Sabemos que S puede ser escrita como

S = GD(d)GT ,

donde G es una matriz ortogonal r × r con la i-ésima columna correspondiente al i-

ésimo vector propio de S y D(d) = diag(d1, . . . , dr), una matriz diagonal. Finalmente,

particionamos G como sigue:

G =

(
g11 G12

G21 G22

)
,

donde g11 es un escalar y G22 es p × p. Aśı, los EMV están dados por, Gleser (1981) y

Shyr (1984),

α̂ = Y −X β̂ ,

β̂ =
G21

g11

y φ̂ =
1

p

r∑
i=2

di

y

µ̂x = X =
n∑

i=1

Xi/n y φ̂x =
pd1 −

∑r
i=2 di

pĉ
,
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con Y =
∑n

i=1 Yi/n, Yi = (Yi1, . . . , Yip)
T , i = 1, . . . , n y ĉ = 1 + β̂

T
β̂. Alternativamente,

los EMV pueden obtenerse usando el algoritmo EM, ver Kimura (1992) y Bolarine y Galea

(1995).

Para estimar la varianza de los estimadores podemos usar la matriz de información

observada o la esperada. Nosotros usamos la matriz de información observada, la cual se

encuentra en el apéndice A. Dado que el vector β es de interés primario en este modelo,

a continuación presentamos su distribución asintótica. Ver Shyr (1984).

Teorema 2.1 Bajo el modelo (2.4):
√

n(β̂ − β)
D7→ Np(0; Ωβ), donde

Ωβ = { 1

1 + βT β

1

τ 2
0

+
1

τ0

}(Ip + ββT ), (2.5)

con τ0 = φx/φ.

Usando este resultado podemos construir, por ejemplo, el test de Wald para probar

hipótesis lineales de la forma H : Aβ = a.

2.3. Modelo heterocedástico

En el modelo anterior hemos supuesto que la matriz de covarianza de los errores es

de la forma φΣ0, con Σ0 conocida, lo que conduce a un modelo homocedástico, donde

las varianzas de los errores de medición son iguales a φ. En esta sección consideraremos

el modelo (2.3), pero las varianzas de los errores de medición pueden ser distintas, dando

origen a un modelo heterocedástico. En efecto, desde (2.3) tenemos que

Zi =

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi , (2.6)

i = 1, . . . , n, donde ahora suponemos que

εi ∼ Nr(0,Σε),

i = 1, . . . , n, con Σε = Diag(σ2
0, σ

2
1, ..., σ

2
p), una matriz diagonal r × r. Para p ≥ 2

este modelo es identificable y no necesitamos imponer restricciones sobre los parámetros.

Aśı entonces tenemos que

Zi iid Nr(µ,V), i = 1, . . . , n, (2.7)

donde

µ =

(
µx

α + βµx

)
y V = σ2

x

(
1
β

)(
1
β

)T

+ Σε. (2.8)
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Se sabe que (ver Barnett, 1969) cuando p = 2, los EMV tienen forma expĺıcita y están

dados por:

µ̂x = X̄, σ̂2
x = S−1

12 S01S02, α̂1 = Ȳ1 − β̂1X̄, α̂2 = Ȳ2 − β̂2X̄, (2.9)

β̂1 = S−1
02 S12, β̂2 = S−1

01 S12

y,

σ̂2
0 = S00 − σ̂2

x, σ̂2
1 = S11 − β̂2

1 σ̂
2
x, σ̂2

2 = S22 − β̂2
2 σ̂

2
x,

donde,

S00 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)2, S01 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi1 − Ȳ1), S02 =
1

n

n∑
i=1

(Xi − X̄)(Yi2 − Ȳ2),

S11 =
1

n

n∑
i=1

(Yi1 − Ȳ1)
2, S12 =

1

n

n∑
i=1

(Yi1 − Ȳ1)(Yi2 − Ȳ2) y S22 =
1

n

n∑
i=1

(Yi2 − Ȳ2)
2.

y

X̄ =
1

n

n∑
i=1

Xi, Ȳj =
1

n

n∑
i=1

Yij, j = 1, 2.

Para p > 2, los EMV de µx y αj son, ver Shyr (1984),

µ̂x = X̄, α̂j = Ȳj − β̂jX̄, j = 1, ..., p.

Los EMV de los restantes parámetros satisfacen las siguientes ecuaciones:

V̂ (S − V̂ )V̂
−1

(
1

β̂

)
= 0, (2.10)

σ̂2
0 = S00 − σ̂2

x, σ̂2
j = Sjj − β̂2

j σ̂
2
x, j = 1, ..., p,

donde

V̂ =

(
1

β̂

)(
1

β̂

)T

σ̂2
x + Diag(σ̂2

0, ..., σ̂
2
p).

Alternativamente podemos usar el algoritmo EM para encontrar los EMV de θ. Como es

conocido, el algoritmo EM (Dempster et al., 1977; Little y Rubin, 1987) aumenta los datos

observados Z = (Z1, . . . , Zn) con datos hipotéticos o no observados x = (x1, x2, . . . , xn)

de tal forma que el EMV de θ basado en Zc = (Z, x) sea fácil de calcular. Dada una
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estimativa θ(m), en la iteración m, la iteración m + 1 del EM consiste de dos etapas; una

etapa E de esperanza y una etapa M de maximización. En la etapa E calculamos el valor

esperado de la función de log-verosimilitud completa `(θ|Zc) con respecto a la distribución

condicional de x dado Z y θ(m). En la etapa M maximizamos la función resultante con

respecto a θ, y obtenemos aśı una nueva estimativa θ(m+1). Cada iteración del algoritmo

EM incrementa la función de log-verosimilitud observada `(θ|Z); `(θ(m)|Z) ≤ `(θ(m+1)|Z).

En efecto, sea Zc
i = (xi,Zi)

T , con i = 1, ..., n el conjunto de datos completos, los no

observados (xi) y los observados (Zi). Luego tenemos que

Zc
i ∼ Nr+1(µz,Σz), i = 1, ..., n, (2.11)

independientes, donde

µz =




µx

µx

α + βµx


 y Σz = σ2

x

(
1 bT

b bbT + B

)

con

b =

(
1
β

)
y B = Diag(

σ2
0

σ2
x

, ...,
σ2

p

σ2
x

).

De (2.11) sigue que la función de log-verosimilitud completa está dada por,

lc(θ) =
n∑

i=1

lci(θ), (2.12)

donde, lci(θ) = c− 1
2
log|Σz| − 1

2
δci(θ), con δci(θ) = (Zc

i − µz)
TΣ−1

z (Zc
i − µz).

De (2.11) tenemos que, ver Bolfarine y Galea (1995),

x̂i = E(xi|Zi,θ) = µx +
1

c
(
σ2

x

σ2
0

Xi − µi(c− 1) + βT B−1
1 (Yi −α)), (2.13)

y

x̂2
i = E(x2

i |Zi,θ) = x̂2
i +

σ2
x

c
, i = 1, ..., n,

donde, B1 = Diag(
σ2
1

σ2
x
, ...,

σ2
p

σ2
x
), una matriz p× p.

Maximizando (2.12) nos queda

µ̂x = x̄, σ̂2
x =

1

n

n∑
i=1

(xi − x̄)2, (2.14)
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α̂j = Ȳj − β̂jx̄, β̂j =

∑n
i=1(xi − x̄)(Yij − Ȳj)∑n

i=1(xi − x̄)2
, j = 1, ..., p

y,

σ̂2
0 =

1

n

n∑
i=1

(xi −Xi)
2, σ̂2

j =
1

n

n∑
i=1

(Yij − Ȳj − β̂j(xi − x̄))2, j = 1, ..., p.

Note que no necesitamos de un procedimiento iterativo para obtener el máximo de la

función de log-verosimilitud completa. La implementación del EM es simple a pesar de

que para alcanzar la convergencia se requiere de varias iteraciones.

En efecto las etapas del algoritmo, ver Bolfarine y Galea (1995), son:

Etapa E: Dado θ(m), en la iteración m, calcule x̂i y x̂2
i usando (2.13), i = 1, ..., n.

Etapa M: Usando (2.14) obtenga un nuevo estimador θ(m+1). Repita el proceso para

m = 0, 1, ...

Existen varios criterios de convergencia utilizados en la literatura. Aqúı citamos tres de

ellos. Sea θ(m) la estimativa de θ en la m-ésima iteración, m = 0, 1, 2, . . ..

Como criterio de convergencia del algoritmo EM podemos usar:

‖θ(m) − θ(m−1)‖ < ε , (2.15)

donde ‖a‖ denota la norma del vector a y ε > 0, o alternativamente

‖θ(m) − θ(m−1)‖
‖θ(m)‖ < ε . (2.16)

Finalmente, si `(θ|Z) es la función de log-verosimilitud observada, podemos decir que

el algoritmo EM converge en la m-ésima iteración si

`(θ(m)|Z)− `(θ(m−1)|Z) < ε . (2.17)

Para iniciar el algoritmo EM, o sea, para asignar un valor a θ(0), podemos usar, por

ejemplo, el método de estimación propuesto por Barnett (1969), basado en que para p = 2

se obtienen soluciones expĺıcitas, ver ecuación (2.9).

La matriz de información esperada toma la forma:

IF (θ) =




Iµxµx Iµxα Iµxβ 0
Iαµx Iαα Iαβ 0
Iβµx Iβα Iββ Iβφ

0 0 Iφβ Iφφ


 ,
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donde Iµxµx = [(Iµxαk
)], una matriz con elementos Iµxαk

, 0, una matriz nula, y aśı suce-

sivamente. Los elementos de estas matrices son presentados en el apéndice C. La inversa

de la matriz de información, I−1
F (θ), la denotamos como:

Σ(θ) =




Σµxµx Σµxα Σµxβ Σµxφ

Σαµx Σαα Σαβ Σαφ

Σβµx Σβα Σββ Σβφ

Σφµx Σφα Σφβ Σφφ


 .

Finalmente, sabemos que θ̂ se distribuye asintóticamente normal con vector de media θ y

matriz de covarianza Σ = Σ(θ), la cual estimamos por Σ̂ = Σ(θ̂). Este resultado puede

ser usado para construir intervalos de confianza asintóticos para los parámetros de interés

y/o para funciones lineales de la forma aT θ. También, usando el test de Wald, podemos

probar hipótesis lineales del tipo H0 : Aθ = a.

2.4. Bondad de ajuste

Al igual que el capitulo 1, para evaluar el ajuste del modelo estructural normal mul-

tivariado, podemos construir el gráfico de las distancias transformadas, ver Little (1988)

y Lange et al. (1989). Sea

δi(θ) = (Zi − µ)T V −1(Zi − µ), i = 1, 2, . . . , n. (2.18)

la distancia de Mahalanobis. Bajo el supuesto de normalidad, sabemos que δi(θ) tiene una

distribución χ2 con r grados de libertad, i = 1, 2, . . . , n. Además, δi(θ̂) tiene, asintótica-

mente, la misma distribución χ2, i = 1, 2, . . . , n. Usando la aproximación de Wilson-

Hilferty, ver Johnson y Kotz (1970), tenemos que

zi =

{
(δi(θ̂)/r)1/3 − (1− 2

9r
)
}

{2/9r}1/2
, (2.19)

i = 1, 2, . . . , n, se distribuye aproximadamente N(0, 1). Un Q − Q plot de las distancias

transformadas zi, i = 1, 2, . . . , n, puede ser utilizado para avaluar el ajuste del modelo

estructural normal multivariado.

2.5. Comparación de instrumentos de medición

Al igual que el simple con error de medición, el MEM multivariado ha sido utilizado,

ver Barnett (1969), Theobald y Mallison (1978), Shyr y Gleser (1986) y Fuller (1987),
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para comparar instrumentos de medición. En efecto, supongamos que una caracteŕıstica

x es medida por varios métodos en un grupo común de n unidades experimentales. Como

en Barnett (1969) suponemos que uno de los instrumentos es estándar, que mide x con un

error de medición. Es decir, para modelar esta situación experimental usamos el modelo

heterocedástico dado por

Zi =

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi , (2.20)

con

xi ∼ N(µx, σ
2
x) independientes de εi ∼ Nr(0,Σε),

i = 1, . . . , n, donde Σε = Diag(σ2
0, σ

2
1, ..., σ

2
p). En este contexto α es el vector de sesgos

aditivos y β el vector de sesgo multiplicativo. La confiabilidad del j−ésimo instrumento

está dada por,

κj = β2
j σ

2
x/(β

2
j σ

2
x + σ2

j ), j = 0, 1, ..., p, (2.21)

donde β0 = 1.

Como antes sea θ = (µx,α
T ,βT , φT )T , con φ = (σ2

x, σ
2
0, ..., σ

2
p)

T y considere la trans-

formación

θ∗ = g(θ) = (αT , βT ,κT )T = (g1(θ), g2(θ), ..., g3r−2(θ))T

Entonces tenemos que

g(θ̂) es AN(g(θ),DΣDT )

donde

D = [(
∂gi(θ)

∂θj

)] =




0px1 Ip 0pxp 0px(r+1)

0px1 0pxp Ip 0px(r+1)

0rx1 0rxp D1 D2


 ,

con las matrices D1, r × p, y D2, r × (r + 1) dadas por

D1 =

(
0
Ψ1

)
y D2 =

(
d Ψ2

)
,

donde Ψ1 = 2Diag(β−1
1 κ1(1 − κ1), ..., β

−1
p κp(1 − κp)), Ψ2 = −σ−2

x Diag(κ2
0,

κ2
1

β2
1
, ...,

κ2
p

β2
p
) y

d = −σ−2
x (κ0(1− κ0), ..., κp(1− κp))

T , un vector r × 1.

Luego, podemos escribir

DΣDT = Ω =




Ωαα Ωαβ Ωακ

Ωβα Ωββ Ωβκ

Ωκα Ωκβ Ωκκ


 ,

19



donde Ωαα = Σαα, Ωαβ = Σαβ, Ωββ = Σββ, Ωακ = ΣαβD
T
1 + ΣαφD

T
2 , Ωβκ = ΣββD

T
1 +

ΣβφD
T
2 , y

Ωκκ = D1ΣβφD
T
1 + D2ΣφβD

T
1 + D1ΣβφD

T
2 + D2ΣφφD

T
2 ,

con κ = (κ0, ..., κp)
T . En muchos problemas puede ser de interés probar la hipótesis nula

H0 : α = 0, β = 1, κ0 = κ1 = ... = κp, la cual podemos escribir como H0 : Aθ∗ = a,

donde

A =




Ip 0 0
0 Ip 0
0 0 A1


 ,

una matriz 3p× (3r − 2) de rango 3p, con

A1 =




1 −1 0 0 . . . 0
0 1 −1 0 . . . 0
. . . . . . . .
. . . . . . . .
. . . . . . . .
0 . . . 0 0 1 −1




,

una matriz p×r y a = (0, ..., 0, 1, ..., 1,0, ..,0)T de dimensión 3p×1. El estad́ıstico de Wald

para probar H0 está dado por

Wa = (Aθ̂∗ − a)T (AΩ̂AT )−1(Aθ̂∗ − a), (2.22)

donde Ω̂ denota el EMV de Ω. Aśı, H0 es rechazada al nivel α is Wa > χ2
1−α, donde χ2

1−α

denota el percentil 100(1−α) % de la distribución chi cuadrado con 3p grados de libertad.

Otra hipótesis de interés puede ser H0 : α = 0, β = 1, o equivalentemente H0 : Aθ∗ = a,

con a de dimensión 2p× 1, donde

A =

(
Ip 0 0
0 Ip 0

)
,

una matriz de dimensión 2p× (3r − 2), de rango 2p. En este caso el estad́ıstico de Wald

está también dado por (2.22) el cual, en muestras grandes, se distribuye aproximadamente

χ2
2p. Para comparar la confiabilidad de los instrumentos la hipótesis relevante puede ser

H0 : κ0 = κ1 = ... = κp, o equivalentemente H0 : Aθ∗ = 0, con 0 de dimensión p× r, con

A = (0,A1), una matriz p×(3r−2) de rango p donde A1 como fue definida anteriormente.

En este caso,

Wa = θ̂∗
T
AT (AΩ̂AT )−1Aθ̂∗, (2.23)

el cual, en muestras grandes, se distribuye aproximadamente χ2
p. Para más detalles sobre

esta sección ver Bolfarine y Galea (1995).
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Ilustración: Datos de Barnett Considere los siguientes datos, tomados de Barnett

(1969), relativos a un estudio médico para avaluar la calidad de dos instrumentos usados

para medir la capacidad vital pulmonar (x) en un grupo de pacientes. Un instrumento

es de tipo estándar y otro nuevo, portátil y más fácil de operar. Además, el instrumento

estándar requiere de un operador especializado. Los dos instrumentos fueron comparados

en un grupo común de n = 72 pacientes, operados por un operador especializado y por

uno no especializado. Las cuatro combinaciones instrumento-operador serán denominadas

como (Theobald y Mallison, 1978):

Instrumento 0: Instrumento estándar y operador especializado;

Instrumento 1: Instrumento estándar y operador no especializado;

Instrumento 2: Instrumento nuevo y operador especializado;

Instrumento 3: Instrumento nuevo y operador no especializado.

Sea Xi la medida de la capacidad vital para el paciente i proporcionada por el in-

strumento 0, considerado estándar y sean Yij la medida de la capacidad vital obtenida

por el instrumento j para el paciente i, con j = 1, 2, 3 y i = 1, 2, . . . , 72. El conjunto de

observaciones Zi es presentado en la tabla (2.1)

Siguiendo a Barnett (1969) y Theobald y Mallison (1978), vamos a suponer un modelo

estructural normal, con p = 3 y n = 72.

La Tabla 2.2 muestra varias iteraciones del algoritmo EM, para algunos estimadores,

mostrando que la convergencia es alcanzada aproximadamente en la iteración 200.

Tabla 2.2: Convergencia del algoritmo EM

m β̂1 β̂2 β̂3 σ̂2
x σ̂2

0 σ̂2
1 σ̂2

1 σ̂2
3

50 1.075 1.212 1.149 517731.2 54174.1 20448.3 27561.4 37534.2
100 1.059 1.192 1.307 534003.7 50249.3 19151.6 29234.6 38842.2
200 1.059 1.192 1.131 534042.4 50248.1 19150.7 29235.3 38843.2
500 1.059 1.192 1.131 534042.4 50248.1 19150.7 29235.3 38843.2
2500 1.059 1.192 1.131 534043.4 50248.1 19150.7 29235.7 38843.2

La Tabla 2.3 muestra las estimas de máxima verosimilitud y sus errores estándar

asintóticos.
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Tabla 2.1: Medidas de la capacidad vital para 72 pacientes, hechas por 4 in-
strumentos

Obs. X Y1 Y2 Y3 Obs. X Y1 Y2 Y3

1 3450 3530 4030 3720 37 1060 1000 850 600
2 1310 1320 1610 1600 38 2000 1800 1270 1700
3 3820 3720 4150 3700 39 2280 2280 2380 2350
4 2110 2880 2740 2520 40 1940 1800 1670 1580
5 1860 1420 1540 1690 41 2580 2700 2850 2110
6 1940 1780 2020 1800 42 1400 1440 1680 1480
7 2360 2260 2430 2350 43 1260 1100 1000 1030
8 2880 2920 2650 2860 44 2320 2420 2360 2360
9 1980 1720 1800 1660 45 2000 1940 1980 1980
10 3120 3180 3250 3040 46 2400 1900 1470 1740
11 1760 1630 1390 1200 47 2880 2980 3240 3140
12 1480 1760 1700 1640 48 3420 3150 3200 3200
13 1840 1660 1400 1650 49 1000 1130 650 840
14 3580 3480 3680 3960 50 1400 1400 1350 1380
15 1880 2000 2090 2070 51 1880 1710 1600 1350
16 2400 2320 2550 2480 52 1280 1260 1160 1330
17 2220 2120 2290 2270 53 3120 3000 3110 3250
18 2540 2500 2620 1960 54 3770 3340 3900 3700
19 920 1200 640 1030 55 3420 3220 3120 3290
20 2240 2160 2300 2300 56 2740 2880 2850 2880
21 2240 2130 2030 2140 57 2840 2920 2710 2750
22 2260 2510 2400 2450 58 3800 3740 3440 3400
23 3860 4180 3980 3680 59 2100 1680 1650 1930
24 2780 2100 1890 2000 60 1820 1400 1060 1050
25 2220 1400 1840 1360 61 1400 1320 1350 1100
26 1880 1820 1900 1840 62 2200 1680 1640 1110
27 940 960 1060 1000 63 1940 1900 1820 1270
28 2480 2220 2150 2150 64 3260 3200 3250 3270
29 1660 1780 1760 1800 65 1960 1940 1890 1920
30 4040 4180 4000 3770 66 1320 1260 1140 1000
31 2540 2560 2080 2250 67 2840 3060 3650 3510
32 1780 1700 1390 1200 68 2060 1840 1720 1780
33 1280 1300 800 1130 69 2200 1970 1900 2270
34 1940 2060 2030 1880 70 1260 1150 860 1150
35 1760 2000 1860 1860 71 3040 2840 2850 2670
36 2040 1660 1470 1160 72 2140 2180 2560 2720

Fuente: Barnett (1969).
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Tabla 2.3: EMV y sus errores estándar asintóticos

Parámetro Estima Error estándar
µx 2246.11 90.1
α1 -204.50 105.7
α2 -528.60 121.8
α3 -437.25 123.2
β1 1.059 0.045
β2 1.192 0.052
β3 1.131 0.052
σ2

x 534042.4 9.7104

σ2
0 50248.1 9.6103

σ2
1 19150.7 5.3103

σ2
2 29235.7 7.3103

σ2
3 38843.2 8.3103

La Figura 2.1 muestra el gráfico de las distancias transformadas para el modelo nor-

mal. Se puede observar un ajuste razonable.

La EMV del vector de confiabilidad es, κ̂ = (0,9140, 0,9683, 0,9629, 0,9462)T . La matriz

de covarianza asintótica estimada de θ̂∗ = (α̂T , β̂
T
, κ̂T )T está dada por,




11173,81
9328,60 14854,50
8855,14 9961,76 15187,60

−4,51 −3,76 −3,57 2,10−3

−3,76 −5,99 −4,02 2,10−3 3,10−3

−3,57 −4,02 −6,12 2,10−3 2,10−3 3,10−3

0,58 0,65 0,62 −3,10−4 −3,10−4 −3,10−4 4,10−4

−0,13 0,01 4,10−3 6,10−5 −5,10−6 −2,10−6 6,10−5 10−4

0,01 −0,18 2,10−3 −6,10−6 8,10−5 −10−6 7,10−5 10−5 10−4

0,01 5,10−3 −0,28 −4,10−6 −2,10−6 10−4 10−4 3,10−5 4,10−5 2,10−4




Usando estos resultados y la estad́ıstica de Wald, podemos probar hipótesis lineales. En

efecto, la hipótesis H0 : α1 = α2 = α3 = 0, β1 = β2 = β3 = 1, κ0 = κ1 = κ2 = κ3 es

rechazada al 1% ya que Wa = 40,28, con 9 grados de libertad. La hipótesis H0 : α1 =

α2 = α3 = 0, β1 = β2 = β3 = 1, es también rechazada al 1%, pues Wa = 33,45, con 6

grados de libertad. Finalmente la hipótesis H0 : κ0 = κ1 = κ2 = κ3 es no rechazada al 5%

ya que Wa = 8,03, con tres grados de libertad. Theobald y Mallison (1978) obtienen las

mismas conclusiones usando el test de la razón de verosimilitudes.
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Figura 2.1: Gráfico de la distancia transformada para el modelo normal
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Caṕıtulo 3

Modelo Estructural t

3.1. Introducción

En los caṕıtulos anteriores hemos considerado modelos estructurales normales, es decir,

donde tanto el predictor como las respuesta siguen una distribución normal multivariada.

Como método de estimación usamos máxima verosimilitud.

Ciertamente la distribución normal es útil en muchos casos y gran parte de la inferencia

estad́ıstica para variables continuas ha sido desarrollada bajo el supuesto de normalidad.

Esto es particularmente el caso de análisis multivariado y regresión lineal.

Sin embargo, es conocido que la inferencia basada en la distribución normal es vulner-

able a la presencia de “outliers” en los datos, que provienen de distribuciones con colas

más pesadas que la normal. O sea, es un hecho reconocido que los outliers tienen una gran

influencia sobre los estimadores y test de hipótesis basados en máxima verosimilitud.

Esto ha provocado innumerables estudios sobre procedimientos o métodos para el

análisis de datos que contienen outliers o observaciones extremas. Es aśı como en la actu-

alidad existen en diversas áreas de la estad́ıstica una variedad de métodos para analizar

datos en presencia de outliers.

Un enfoque es a través de la identificación y eliminación de outliers seguido de infer-

encia estad́ıstica (máxima verosimilitud) basada en la distribución normal. De hecho, una

amplia área de investigación es la detección de datos at́ıpicos, especialmente en modelos

lineales y análisis multivariado. Algunas referencias básicas son Barnett y Lewis (1994),

Belsley et al. (1980), Chatterjee y Hadi (1988), Cook y Weisberg (1982), Hawkins (1980)

y Peña y Yohai (1995). En el área de modelos de regresión con errores en las variables

dos trabajos pioneros son Kelly (1984), Wellman y Gunst (1991) y Abdullah (1995). Una

referencia básica para influencia local es Cook (1986).

Otro enfoque es la acomodación de observaciones aberrantes usando procedimientos

robustos clásicos. En esta dirección, han sido desarrollados métodos robustos, de modo
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que los “outliers” tengan menos influencia sobre las estimativas finales; ver Huber (1981),

Hampel et al. (1986), Rousseeau y Leroy (1987), Staudte y Sheather (1990) y Maronna

et al. (2006). En el área de modelos de regresión con errores en las variables algunas

referencias son Kelly (1984), Zamar (1989) y Cheng y Van Ness (1990).

Una tercera posibilidad es usar distribuciones simétricas, con colas más pesadas que la

normal, las cuales permiten reducir la influencia de los outliers sobre los EMV. Una clase

de distribuciones que ofrece varias alternativas en este sentido es la clase de distribuciones

eĺıpticas. Esta familia de distribuciones, que contiene las distribuciones normal, t y normal

contaminada multivariadas, entre otras, ha tenido un interés creciente en los últimos años;

ver por ejemplo, Fang y Zhang (1990), Fang et al. (1990), Fang y Anderson (1990), Kano

et al. (1993), Berkane et al. (1994) y Arellano-Valle (1994). Dentro de esta clase una de

las distribuciones más utilizadas como alternativa a la normal es la distribución t.

En los años recientes, varios autores han sugerido la distribución t multivariada co-

mo alternativa a la normal multivariada por tener las colas más pesadas y, por lo tanto,

“acomoda” posibles outliers presentes en los datos. Aśı, el uso de la distribución t propor-

cionaŕıa un procedimiento robusto de análisis de datos. Por ejemplo, Rubin (1983) obtiene

los EMV para los parámetros de la distribución t multivariada usando el algoritmo EM;

Little (1988) extiende los resultados de Rubin (1983) a datos incompletos, Sutradhar y

Ali (1986) usan máxima verosimilitud en el modelo de regresión multivariado con errores

distribuidos t. Lange et al. (1989) ilustran el uso de la distribución t em regresión y en

algunas áreas de análisis multivariado, ver también Taylor (1992). Sutradhar (1993) pro-

pone un test score para probar que la matriz de covarianza es igual a una matriz dada,

usando también la distribución t; Bolfarine y Arellano (1994) usan la distribución t en

el modelo lineal simple com errores en las variables y Bolfarine y Galea (1996) usan esta

distribución en modelos de calibración comparativa.

En este capitulo, seguimos el enfoque propuesto por Lange et al. (1989) y extendemos

el modelo estructural normal simple del capitulo 1, suponiendo que las observaciones

siguen una distribución t bivariada.

3.2. La distribución t multivariada

En esta sección presentamos algunas propiedades de la distribución t multivariada.

Definición 3.1 Diremos que un vector aleatorio Z = (Z1, . . . , Zp)
T p-dimensional tiene

una distribución t multivariada, con vector de posición µ ∈ IRp, matriz de escala Λ, p×p,

definida positiva y ν grados de libertad, si su densidad está dada:

fZ(z) = K(ν, p)(1 + (z − µ)TΛ−1(z − µ)/ν)−
1
2
(ν+p), z ∈ IRp; (3.1)
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donde

K(ν, p) = |Λ|− 1
2 Γ

(
ν + p

2

)
/Γ

(
1

2

)p

Γ
(ν

2

)
ν

p
2 , ν > 0.

Si un vector aleatorio Z tiene una densidad dada por (3.1) lo denotaremos por Z ∼
tp(µ,Λ, ν).

Recientemente, esta distribución t, introducida por Dunnett y Sobel (1954) y Bennett

(1961), ha sido bastante utilizada, para ν pequeño, en análisis multivariada debido a

sus colas pesadas y, consecuentemente, los EMV de µ y Λ son resistentes a outliers.

Ver Maronna (1976), Rubin (1983), Little (1988), Lange et al. (1989), Berkane y Bentler

(1994), Kent et al. (1994).

Propiedad 3.1 Sea Z = µ + W /
√

U , donde W ∼ Np(0,Λ) independiente de U ∼
χ2(ν)/ν. Entonces Z ∼ tp(µ,Λ, ν).

Note que dado U = u, tenemos que

(Z|U = u) ∼ Np(µ, u−1Λ) . (3.2)

De aqúı es fácil ver que la densidad de Z es (3.1). Es decir,

fZ(z) =

∫ ∞

0

|Λ|−1/2(2πu−1)−p/2e−
u
2
(z−µ)TΛ−1

(z−µ)fU(u)du ,

donde fU(u) es densidad de U . O sea, la distribución t multivariada es una mezcla de una

distribución normal multivariada y una distribución χ2.

Propiedad 3.2 Sea (Z|U = u) ∼ Np(µ, u−1Λ), donde U ∼ χ2(ν)/ν, ν > 0. Entonces

tenemos que

(i) Z ∼ tp(µ,Λ, ν);

(ii) (U |Z = z) ∼ χ2(ν + p)/(ν + δ), donde δ = (Z − µ)TΛ−1(Z − µ);

(iii) δ/p ∼ F (p, ν).

Note que esta propiedad sigue directamente de la propiedad (3.1).

Propiedad 3.3 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν). Entonces,

E(Z) = µ si ν > 1 y

V ar(Z) = (ν/(ν − 2))Λ si ν > 2.
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Usando la propiedad (3.1), tenemos que

E(Z) = µ + E(1/
√

U)E(W ) y V ar(Z) = E(U−1)E(WW T )

y el resultado sigue, ya que E(1/
√

U) = (ν
2
)1/2Γ(ν−1

2
)/Γ(ν

2
) si ν > 1 y E(U−1) = (ν/(ν−2))

si ν > 2.

También, usando la propiedad (3.1), tenemos:

Propiedad 3.4 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν) y a ∈ IRq, q ≤ p, A una matriz q × p de rango q y

X = a + AZ. Entonces

X ∼ tq(a + Aµ,AΛAT , ν) .

Particionemos Z, µ y Λ como

Z =

(
Z1

Z2

)
, µ =

(
µ1

µ2

)
y Λ =

(
Λ11 Λ12

Λ21 Λ22

)
,

donde Z1 y µ1 son q × 1, q ≤ p y Λ11 es q × q.

Propiedad 3.5 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν). Entonces, tenemos que

Z1 ∼ tq(µ1,Λ11, ν).

Note que esta propiedad sigue de la propiedad (3.4).

Propiedad 3.6 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν). Entonces

(Z1|Z2 = z2) ∼ tq(µ1 + Λ12Λ
−1
22 (z2 − µ2), Λ1,2, ν + p− q) ,

donde Λ1,2 = Λ11 −Λ12Λ
−1
22 Λ21. Ver Arellano-Valle (1994).

De esta propiedad sigue que

E(Z1|Z2 = z2) = µ1 + Λ12Λ
−1
22 (z2 − µ2) si ν + p− q > 1 (3.3)

y

V ar(Z1|Z2 = z2) =

[
ν + (z2 − µ2)

TΛ−1
22 (z2 − µ2)

ν + p− q − 2

]
Λ1·2, (3.4)

si ν + p− q > 2.

Mardia (1970) define el coeficiente de curtosis multivariado, β2,p, por

β2,p = E{(Z − µ)TΣ−1(Z − µ)}2 , (3.5)

donde Σ es la matriz de covarianza de Z. En el caso eĺıptico tenemos, ver Berkane y

Bentler (1987), que

κ + 1 = β2,p/p(p + 2) (3.6)

donde κ es denominado parámetro de curtosis.
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Propiedad 3.7 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν). Entonces el coeficiente de curtosis multivariado

está dado

β2,p = p(p + 2)(ν − 2)/(ν − 4) para ν > 4.

Usando (3.5) y la propiedad (3.1), tenemos que

β2,p = ((ν − 2)/ν)2E(U−2)E[(W TΛ−1W )2]

y el resultado sigue, ya que E(U−2) = ν2/(ν − 2)(ν − 4), ν > 4 y como W ∼ Np(0,Λ),

E[(W TΛ−1W )2] = p(p + 2), ver Graybill (1983).

Ahora, como κ + 1 = β2,p/p(p + 2), ver (3.6), sigue que

κ = 2/(ν − 4) si ν > 4. (3.7)

Propiedad 3.8 Sea Z ∼ tp(µ,Λ, ν) con densidad fZ(z, ν) dada por (3.1) y sea fN(z) la

función de densidad de un vector aleatorio con ∼ Np(µ,Λ). Entonces,

ĺım
ν→∞

fZ(z, ν) = fN(z) , ∀z ∈ IRp.

Esta propiedad sigue directamente del hecho que (Tong, 1990):

ĺım
ν→∞

(1 +
1

ν
(z − µ)TΛ−1(z − µ))−

1
2
(ν+p) = exp

{
−1

2
(z − µ)TΛ−1(z − µ)

}

y que

ĺım
ν→∞

K(ν, p) = 1/(2π)p/2|Λ|1/2.

Este resultado muestra que la distribución normal multivariada puede ser obtenida a

partir de la distribución t multivariada, haciendo ν 7→ ∞.

3.3. Modelo estructural t

Recordemos que el ME está dado por,

Xi = xi + εi0

Yi = yi + εi1

yi = α + βxi, i = 1, 2, ..., n;
(3.8)

donde Yi y Xi corresponden a la i-ésima observación, cuyos verdaderos valores son yi y

xi, respectivamente, y εi0 y εi1 son errores de medición. En notación matricial podemos

escribir:

Zi =

(
Xi

Yi

)
=

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi i = 1, . . . , n. (3.9)
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Como en Bolfarine y Arellano-Valle (1994), suponemos que los vectores aleatorios no

observables (xi, εi0, εi1)
> son iid como una distribución t trivariada con vector de posición

(µx, 0, 0)T y matriz de escala diagonal diag(φx, φ0, φ1). Además suponemos, al igual que en

el capitulo 1, que la razón de varianzas λ = φ0/φ1 es conocida, y sin pérdida de generalidad

podemos tomar φ0 = φ1 = φ, (λ = 1). Luego la distribución de Zi = (Xi, Yi)
T es una

distribución t bivariada con vector de posición µ = (µx, α + βµx)
T y matriz de escala

V =

(
φx + φ βφx

βφx β2φx + φ

)
, (3.10)

es decir, Zi
iid∼ t2(µ,V ; ν), ν > 0, i = 1, ..., n. La función de densidad de Zi esta dada

por:

f(zi; θ) =
1

2π
|V |−1/2(1 +

1

ν
δi(θ))−

1
2
(ν+2), (3.11)

donde δi(θ) = (zi − µ)T V −1(zi − µ) y θ = (α, β, φ, µx, φx)
T . La distribución t incorpo-

ra un parámetro adicional, ν, denominado grados de libertad, el cual permite ajustar la

curtosis de la distribución. Este parámetro puede ser fijado a priori y Lange et al. (1989)

recomiendan tomar ν = 4. Alternativamente, puede ser estimado desde los datos. Para

algunas dificultades en la estimación de ν, en el contexto de regresión, ver Fernández y

Steel (1999).

Para obtener el EMV del vector θ, usamos el algoritmo EM, ver Bolfarine y Arellano-

Valle (1994). En efecto las etapas del algoritmo son,

Etapa E: Dado θ(m), en la iteración m, calcule vi = (ν + 2)/(ν + δi(θ
(m))) i = 1, ..., n.

Etapa M: Obtenga un nuevo estimador θ(m+1), usando las ecuaciones,

µ(m+1)
x = X̄(v), β(m+1) =

−(SXX(v)− SY Y (v)) +
√

(SXX(v)− SY Y (v))2 + 4(SXY (v))2

2SXY (v)
(3.12)

y

α(m+1) = Ȳ (v)−β(m+1)X̄(v), φ(m+1) =
1

n
(SY Y (v)−β(m+1)SXY (v)), φ(m+1)

x =
SXY (v)

nβ(m+1)
,

donde,

SXX(v) =
1

n

n∑
i=1

vi(Xi − X̄(v))2, SXY (v) =
1

n

n∑
i=1

vi(Xi − X̄(v))(Yi − Ȳ (v)),
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SY Y (v) =
1

n

n∑
i=1

vi(Yi − Ȳ (v))2, X̄(v) =
n∑

i=1

viXi/

n∑
i=1

vi, , Ȳ (v) =
n∑

i=1

viYi/

n∑
i=1

vi.

Repita el proceso para m = 0, 1, ...

Para estimar la varianza de los EMV podemos usar la inversa de la matriz de infor-

mación esperada. Como discutido en Arellano-Valle y Bolfarine (1996b), el cálculo de la

matriz de información es más simple si usamos la siguiente parametrización ortogonal, en

el sentido de Cox y Reid (1987), transformando θ en γ = (µ1, µ2, φ1, φ2, φ3)
T , donde,

µ1 = α + βµx, µ2 = µx, φ1 = (1 + β2)φx + φ, φ2 = φ, y φ3 = β. (3.13)

Con esta parametrización tenemos que,

Zi iid t2(µ, V , ν), i = 1, . . . , n, (3.14)

donde

µ =

(
µ1

µ2

)
y V = (1 + β2)−1

(
φ1 + β2φ2 β(φ1 − φ2)
β(φ1 − φ2) φ2 + β2φ1

)
. (3.15)

Usando la expresión dada por Lange et al. (1989), Arellano-Valle y Bolfarine (1996b)

muestran que la matriz de información esperada para el modelo estructural t bajo la

parametrización ortogonal toma la forma,

K = Diag(Kµ,Kφ, kβ), (3.16)

donde

Kµ = n(
ν + 2

ν + 4
)V −1, Kφ =

(
(ν+1

ν+4
)(

2φ2
1

n
)−1 −( 1

ν+4
)(2φ1φ2

n
)−1

−( 1
ν+4

)(2φ1φ2

n
)−1 (ν+1

ν+4
)(

2φ2
2

n
)−1

)
,

y kβ = (ν+2
ν+4

)(
σ2

β

n
)−1, con σ2

β = ( 1+β2

φ1−φ2
)2φ1φ2. Luego, para n grande, γ̂ ∼ AN5(γ,K−1). En

particular, β̂ ∼ AN(β, 1
n
(ν+4

ν+2
)σ2

β).

3.4. Test de hipótesis

En esta sección estamos interesados en probar la hipótesis H0 : β = β0, con β0 conoci-

do. Usando la parametrización ortogonal (3.13), Arellano-Valle y Bolfarine (1996b) mues-

tran que el test de la razón de verosimilitud para probar H0, con ν conocido, esta dado

por,

Gt = 2{l(γ̂)− l(γ̂0)} = n{log(
φ̃1φ̃2

φ̂1φ̂2

)− (ν + 2)log(
m̃g

m̂g

)}, (3.17)
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donde, φ̃j denota el EMV de φj bajo H0, j = 1, 2, y mg = (
∏n

i=1 vi)
1/n, vi = (ν +

2)/(ν + δi(γ)), i = 1, ..., n; m̃g y m̂g denotan los EMV de mg bajo H0 y sin restricciones,

respectivamente. El estad́ıstico (3.17) tiene bajo H0, para n grande, aproximadamente una

distribución chi cuadrado con 1 grado de libertad. Como es bien conocido, la performance

de este estad́ıstico puede ser mejorada si consideramos la modificación (1+ b)−1Gt, donde

b es un factor de corrección de Bartlett. En efecto, Arellano-Valle y Bolfarine (1996b)

muestran que el TRV corregido toma la forma,

G∗
t = (1 + bν)

−1Gt, (3.18)

con bν = b∞(1 + oν), donde b∞ = 5/2n es el factor de corrección del modelo normal, y

oν = −4

5

ν3 + 25ν2 + 88ν − 24

(ν + 2)(ν + 6)2(ν + 8)
. (3.19)

Note que bν → b∞ cuando ν →∞.

3.5. Bondad de ajuste

Sabemos, ver propiedad (3.2), que δi(θ)/2 tiene una distribución F con 2 y ν grados

de libertad. Además, Fi = δi(θ̂)/2 tiene asintóticamente la misma distribución F , i =

1, 2, . . . , n. Como sugerido por Lange et al. (1989), un método práctico para avaluar el

ajuste del modelo estructural t es el gráfico de la distancia transformada. Utilizando la

aproximación de Wilson-Hilferty (Johnson y Kotz, 1970), tenemos que

zi =

(
1− 2

9ν

)
F

1/3
i − (

8
9

)
{(

2
9ν

)
F

2/3
i +

(
1
9

)}1/2
, (3.20)

i = 1, 2, . . . , n, tiene aproximadamente una distribución normal estándar. Aśı, un Q−Q

plot (estad́ısticos de orden esperados versus observados) de las distancias transformadas

zi, i = 1, 2, . . . , n, puede ser usado para avaluar el ajuste de la distribución t multivariada.

Ilustración: Datos de Kelly Los datos de la tabla 3.1, tomados de Kelly (1984),

corresponden a mediciones de niveles de suero kanamycin hechas por dos métodos en

muestras de sangre de 20 recién nacidos. Con el método estándar (X) la muestra de

sangre se toma desde el talón del bebé mientras que con el método nuevo (Y) la muestra

se toma través de un catéter umbilical.

La figura 3.1 muestra el diagrama de dispersión de los datos. Se observa cierta tendencia

lineal y un par de observaciones potencialmente at́ıpicas. Las figuras 3.2 y 3.3 muestran
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Tabla 3.1: Medidas de suero hechas por 2 instrumentos

Obs. X Y
1 23.0 25.5
2 33.2 26.0
3 16.6 16.3
4 26.3 27.2
5 20.0 23.2
6 20.0 18.1
7 20.6 22.2
8 18.9 17.2
9 17.8 18.8
10 20.0 16.4
11 26.4 24.8
12 21.8 26.8
13 14.9 15.4
14 17.4 14.9
15 20.0 18.1
16 13.2 16.3
17 28.4 31.3
18 25.9 31.2
19 18.9 18.0
20 13.8 15.6

Fuente: Kelly, 1984
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Figura 3.1: Gráfico de dispersión
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Figura 3.2: Gráfico de la distancia transformada para el modelo normal

Quantiles of Standard Normal

Tr
an

sfo
rm

ed
 D

ist
an

ce
s

-2 -1 0 1 2

-1
0

1
2

3

34



Figura 3.3: Gráfico de la distancia transformada para el modelo t con ν = 10
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los gráficos de las distancias transformada para los modelos normal y t con ν = 10. Como

podemos observar el modelo estructural t presenta un mejor ajuste que el modelo normal.

La Tabla 3.2, tomada de Bolfarine y Arellano-Valle (1994), muestra los valores de l(γ̂)

y β̂ para varios valores de ν. Vemos que ν = 10 presenta el mejor ajuste.

Tabla 3.2: Valores de l(γ̂) y β̂ para varios valores de ν

ν β̂ l(γ̂)

5000 1.07 -73.4701
100 1.08 -73.4195
50 1.09 -73.3718
25 1.11 -73.2945
11 1.15 -73.1925
10 1.16 -73.1905
09 1.17 -73.1938

Con ν = 10, las estimas de los parámetros son,

µ̂x = 20,36, α̂ = −2,89, φ̂x = 16,29, φ̂ = 3,30, y β̂ = 1,16. (3.21)

Algunas estimas de los errores estándar de α̂ y β̂ se presentan en la tabla 3.3. Para más

detalle ver Kelly (1984) y Bolfarine y Arellano-Valle (1994). La hipótesis H0 : α = 0, β = 1

en la parametrización original es equivalente a H0 : µ1 = µ2, β = 1 en la parametrización
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ortogonal. En efecto usando el TVR (3.17) tenemos que Gt = 2(73,76− 73,19) = 1,14, de

modo que no podemos rechazar H0 : α = 0, β = 1.

Tabla 3.3: Errores estándar de los estimadores α̂ y β̂

Estimador normal t con ν = 10 bootstrap, B=200

α̂ 3.39 3.60 4.58

β̂ 0.16 0.17 0.23
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Caṕıtulo 4

Diagnósticos de Influencia

4.1. Introducción

La detección de datos at́ıpicos (outliers) y/o influyentes, es una etapa importante en

cualquier análisis estad́ıstico. Esto es escencial para evaluar la sensibilidad (robustez) de

los resultados obtenidos, con el conjunto de datos disponibles, ya que observaciones at́ıpi-

cas pueden distorsionar las estimas de los parámetros, conduciendo en algunos casos a

decisiones erróneas.

Existen varias alternativas, para evaluar la influencia de perturbaciones en los datos

y/o en los supuestos del modelo sobre los estimadores de los parámetros de interés. Ver,

por ejemplo, Cook y Weisberg (1982), Chatterjee y Hadi (1988), Cook (1986) y Barnett y

Lewis (1994). La eliminación de casos, es una técnica de diagnóstico común para evaluar

el efecto de una observación sobre el proceso de estimación y test de hipótesis. Este es un

análisis de influencia global, ya que el efecto de la observación es cuantificado eliminándola

del conjunto de datos. Alternativamente, Cook (1986) propone un interesante método,

denominado influencia local, para evaluar el efecto de pequeñas perturbaciones en los datos

y/o en los supuestos del modelo estad́ıstico, sobre los estimadores máximo verośımiles, sin

eliminar observaciones. El método fue aplicado por Galea et al. (1997, 2003) en modelos

lineales eĺıpticos. Resultados adicionales sobre influencia local y aplicaciones pueden ser

encontrados en Escobar y Meeker (1992), Zhao y Lee (1998), Galea et al. (2005) y Lesaffre

y Verbeke (1998).

4.2. Influencia local

Sea l(θ) la función de log-verosimilitud del modelo postulado (θ = (αT ,βT , φ, µx, φx)
T

para el modelo estructural) y sea ω un vector q × 1 de perturbaciones perteneciente a
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algún subconjunto de Rq. Las perturbaciones son hechas en la función de log-verosimilitud

que toma la forma l(θ|ω). Denotando el vector de no perturbación por ω0, asumimos que

l(θ|ω0) = l(θ). Para evaluar la influencia de las perturbaciones sobre el EMV de θ,

podemos considerar el desplazamiento de verosimilitudes

LD(ω) = 2 {l(θ̂)− l(θ̂ω)} ,

donde θ̂ω denota el EMV bajo el modelo perturbado l(θ|ω).

En algunas situaciones, puede ser de interés evaluar la influencia sobre en subconjunto

θ1 de θ = (θT
1 ,θT

2 )T . Por ejemplo, podemos tener interés en θ1 = β o θ1 = φ. En tales

casos, el desplazamiento de verosimilitudes puede definirse como

LD1(ω) = 2 {l(θ̂)− l(θ̂1ω, θ̂2(θ̂1ω))} ,

donde θ̂1ω puede obtenerse desde θ̂ω = (θ̂
T

1ω, θ̂
T

2ω)T y θ̂2(θ̂1ω) es el EMV de θ2 para θ̂1ω

fijo en el modelo perturbado.

La idea de influencia local es caracterizar el comportamiento LD(ω) en ω0. El pro-

cedimiento consiste en seleccionar una dirección unitaria l, ||l|| = 1 y luego considerar el

gráfico de LD(ω0 + al) contra a con a ∈ R. Este gráfico es denominado ĺınea ajustada.

Note que ya que LD(ω0) = 0, LD(ω0 + al) tiene un mı́nimo local en a = 0. Cada ĺınea

ajustada puede caracterizarse considerando la curvatura normal Cl(θ) alrededor de a = 0.

La sugerencia es tomar la dirección lmax correspondiente a la mayor curvatura Clmax(θ).

El gráfico ı́ndice de lmax puede revelar aquellos elementos que bajo pequeñas perturba-

ciones ejercen una notable influencia sobre LD(ω). Cook (1986) muestra que la curvatura

normal en la dirección l es de la forma

Cl(θ) = 2 |lT ∆T L̈−1∆ l| , (4.1)

donde −L̈ es la matriz de información observada para el modelo postulado (ω = ω0) y

∆ es una matriz p∗ × q con elementos

∆ij =
∂2l(θ|ω)

∂θi∂ωj

,

evaluada en θ = θ̂ y ω = ω0, i = 1, . . . , p∗ y j = 1, . . . , q. En el modelo estructural,

p∗ = 2p + 3. Pero, la maximización de (4.1) es equivalente a encontrar el mayor valor

propio, en valor absoluto Clmax de la matriz B = ∆T L̈−1∆, y lmax es el correspondiente

vector propio. Para un subconjunto θ1, la curvatura en la dirección l esta dada por

Cl(θ1) = 2 |lT ∆T (L̈−1 −B22)∆ l| ,
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donde

B22 =

(
0 0

0 L̈−1
22

)
,

y L̈22 es obtenida de la partición de L̈ acorde a la partición de θ. El vector propio lmax

corresponde al mayor valor propio, en valor absoluto, de la matriz B = ∆T (L̈−1−B22)∆.

Otra importante dirección, ver Escobar y Meeker (1992) y Verbeke y Molenberghs

(2000) es l = ein, la cual corresponde a la i−ésima posición, donde hay un uno. En ese

caso, la curvatura normal, denominada influencia local total, de la unidad experimental

i, esta dada por Ci = 2|eT
inBein| = 2|bii|, donde bii es el i−ésimo elemento de la diagonal

de B, i = 1, ..., n. Verbeke y Molenberghs (2000) proponen considerar la i−ésima obser-

vación como influyente si Ci es mayor que el valor de corte 2
n∑

i=1

Ci/n. Nosotros usamos

lmax y Ci como diagnóstico para influencia local.

Fung y Kwan (1997), presentan una interesante discusión sobre aplicaciones de in-

fluencia local en otras medidas de influencia diferentes al desplazamiento de verosimili-

tudes. Ellos muestran que una medida de influencia, digamos T̂ω, es escala invariante si

Γ̇ = ∂T̂ω/∂ω|ω=ω0 = 0. Cuando esta derivada es distinta de cero el ordenamiento en-

tre los componentes de lmax no es necesariamente preservado bajo cambios de escala. En

particular, para el desplazamiento de verosimilitudes, Γ̇ = ∂L(θ̂ω)/∂ω|ω=ω0 = 0. Esta

propiedad también se cumple, por ejemplo, para la medida de influencia propuesta en

Paula (1993). Sin embargo esta propiedad no se satisface en otras medidas de influencia,

como es notado por Fung y Kwan (1997).

4.3. Derivación de la curvatura para el MEM Multi-

variado

En esta sección derivamos la matriz de información observada y la matriz ∆ para

deferentes esquemas de perturbación en el MEM multivariado (2.3). Primero derivamos

la matriz de información observada.
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4.3.1. Matriz de información observada

Sea θ = (αT ,βT , φ, µx, φx)
T el vector de parámetros del MEM. Para el modelo estruc-

tural dado en (2.4), la función de log-verosimilitud puede ser escrita como

l(θ) =
n∑

i=1

li(θ) , (4.2)

donde

li(θ) = −r

2
log(2π)− 1

2
log |V| − 1

2
Qi(θ) , (4.3)

con

Qi(θ) = (Yi − µY )T V−1 (Yi − µY ) =
1

φ
(q1i − f q2

2i) ,

i = 1, . . . , n, ya que

V−1 =
1

φ
(Ir − f bbT ) y f =

φx

φ + φx c
,

con

q1i = (Xi − µx)
2 + (Yi −α− βµx)

T (Yi −α− βµx)

y

q2i = (Xi − µx) + (Yi −α− βµx)
T β ,

i = 1, . . . , n. Luego la matriz L̈S esta dada por

L̈S =




Lαα Lαβ Lαφ Lαµx Lαφx

Lββ Lβφ Lβµx Lβφx

Lφφ Lφµx Lφφx

Lµxµx Lµxφx

Lφxφx




.

Los elementos de la matriz L̈S son presentados en el apéndice.

4.3.2. Perturbación de casos

Considere el vector de pesos ω = (ω1, . . . , ωn)T de modo que la función de log-

verosimilitud perturbada es

l(θ|ω) =
n∑

i=1

ωi li(θ) , (4.4)

donde li(θ) está dada por (4.3). El vector de no perturbación es denotado por ω0 = 1n =

(1, . . . , 1)T . Sea ∆γ = (∆γ1, . . . ,∆γn) la sub-matriz de ∆ in (4.1), correspondiente al

40



parámetro γ. Aśı, ∆γi, i = 1, . . . , n es la i-ésima columna de ∆γ con γ = α, β, φ, µx, φx.

Luego, después de algunas manipulaciones algebraicas, tenemos que

∆αi =
1

φ
[(Yi −Y)− f q2iβ] , (4.5)

∆βi = −f β + (X + f q2i)∆αi (4.6)

∆φi = −1

2
(
p

φ
+

f

φx

)− 1

2φ
[
f 2

φx

q2
2i −Qi(θ)] (4.7)

∆µxi
=

(
1− fc

φ

)
q2i , (4.8)

∆φxi
= − f

2φx

(c− q2i ∆µxi
) , (4.9)

i = 1, . . . , n. Las expresiones (4.5) a (4.9) deben ser evaluadas en los correspondientes

EMV y la matriz ∆ en (4.1) toma la forma

∆S =




∆α

∆β

∆φ

∆µx

∆φx




, la cual es de dimension (2p + 3)× n.

4.3.3. Perturbación del predictor

En esta sección modificamos el predictor observado mediante esquemas de pertur-

bación aditivo y multiplicativo. El modelo perturbado nos queda

Zi(ω) =

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi,

con ε1, . . . , εn iid Nr(0, φ Ir), donde

Zi(ω) =





(
Xi + ωi

Yi

)
, con perturbación aditiva,

(
Xi ωi

Yi

)
, con perturbación multiplicativa,

i = 1, . . . , n y ω = (ω1, . . . , ωn)T . El vector de perturbación nula es ω0 = 0 en el caso

aditivo y ω0 = 1n para el caso multiplicativo. La función de log-verosimilitud perturbada
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sigue desde (4.2) con Zi(ω) reemplazado por Zi, i = 1, . . . , n. Aśı, usando la misma

notación de la sección 4.3.2, sea ∆a
γi (∆m

γi) la i-ésima columna de ∆γ cuando consideramos

el esquema aditivo (multiplicativo). Luego nos queda

∆a
αi = −

(
f

φ

)
β,

∆a
βi =

f

φ
[ (Yi −Y −X β)− 2f q2i β ] ,

∆a
φi =

1

φ
[ q2i

∂f

∂φ
+

1

φ
(Xi −X − f q2i)] ,

∆a
µxi

=
1− fc

φ
y

∆a
φxi

=
1

φ

∂f

∂φx

q2i ,

i = 1, . . . , n, donde
∂f

∂φ
= −f 2

φx

y
∂f

∂φx

=
f(1− fc)

φx

. (4.10)

Para el esquema multiplicativo tenemos

∆m
γi = Xi ∆

a
γi ,

con γ = α, β, φ, µx, φx, i = 1, . . . , n.

4.3.4. Perturbación de una respuesta

En esta sección perturbamos una variable de respuesta utilizando los mismos esquemas

de la sección anterior. Sin pérdida de generalidad, perturbaremos la primera respuesta.

De este modo el vector de respuesta perturbado es

Zi(ω) =

(
Xi

Yi(ω)

)
,

donde

Yi(ω) =

{
Yi + ωi e1, additive perturbation,

Yi ¯ 1p(ωi), multiplicative perturbation,

con e1 = (1, 0. . . . , 0)T , 1p(ωi) = (ωi, 1, . . . , 1)T , vectores p × 1, ω = (ω1, . . . , ωn)T y ¯
denota el producto Hadamard. Similarmente a la sección 4.3.3 obtenemos:

∆a
αi =

1

φ
[e1 − f β1β] ,
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∆a
βi =

1

φ
[ X (e1 − f β1β) + f q2i (e1 − 2fβ1β) + f β1(Yi −Y)] ,

∆a
φi =

1

φ
[β1

∂f

∂φ
q2i +

1

φ
{(Yi1 − Y 1)− f q2i β1}] ,

∆a
µxi

=
1

φ
β1 (1− fc) ,

∆a
φxi

=
β1

φ

∂f

∂φx

q2i ,

y

∆m
γi = Yi1 ∆a

γi ,

con γ = α, β, φ, µx, φx, i = 1, . . . , n y ∂f/∂φ y ∂f/∂φx como en (4.10).

4.3.5. Perturbación de varianzas de los errores de medición

En el MEM hemos asumido homocedasticidad, es decir que las varianzas de los errores

de medición son iguales. En esta sección, consideramos un modelo heterocedástico donde

V ar(εij) =
φ

ωj

, ωj > 0 , j = 0, 1, . . . , p .

Aśı, el modelo perturbado puede escribirse como

Zi =

(
0
α

)
+

(
1
β

)
xi + εi ,

con εi, i = 1, . . . , n vectores aleatorios iid Nr(0, φD−1(ω∗)), donde D(ω∗) = diag(ω0, ω1, . . . , ωp)

y D−1(ω∗) denotando su inversa, ω∗ = (ω0,ω
T )T , con ω = (ω1, . . . , ωp)

T .

En este modelo perturbado tenemos que Zi son vectores aleatorios iid con

Zi ∼ Nr(

(
0
α

)
+

(
1
β

)
µx , V(ω∗)) , (4.11)

i = 1, . . . , n, donde V(ω∗) = φx bbT + φD−1(ω∗) . Luego, (4.11) implica que la función

de log-verosimilitud para el MEM perturbado es

l(θ|ω∗) =
n∑

i=1

li(θ|ω∗) , (4.12)

where

li(θ|ω∗) = −r

2
log(2π)− 1

2
log |V (ω∗)| − 1

2
Qi(θ|ω∗) ,
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con

Qi(θ|ω∗) =
1

φ
[q1i(ω

∗)− f(ω∗) q2
2i(ω

∗)] ,

q1i(ω
∗) = ω0(Xi − µx)

2 + (Yi −α− βµx)
T D(ω) (Yi −α− βµx) ,

q2i(ω
∗) = ω0(Xi − µx) + βT D(ω) (Yi −α− βµx) ,

i = 1, . . . , n, y

f(ω∗) =
φx

φ + φx c(ω∗)
,

con c(ω∗) = bT D(ω∗)b, como definida anteriormente. Usando (4.12) tenemos:

∆α = 0 ,

∆β =
nf

φ
{−(φ + f bT S b)

(
0 , D(β)

)
+ f φβbT D(b) +

(
0 , D(S10 + S11 β)

)

+ [
(
S10 , S11

)− f (S10 + S11 β)bT − 2f βbTS + 2f 2(bT S b)βbT ]D(b)} ,

∆φ = fn { f

φx

(
1

2
+

f bT S b

φ
+

φx b′ S b

2φ2
) b′D(b)

+
1

2fφ2
1T

r D(v)− 1

φ
(

f

φx

+
1

φ
) bT SD(b)} ,

∆µx = 0 and

∆φx = −fn(1− fc)

2φφx

{[φ + 2fbT S b] bTD(b)− 2bT SD(b)} ,

con v = (S00, S11, . . . , Spp)
T y las matrices S10 y S11 están definidas en el apéndice A.

Si el supuesto de homogeneidad es razonable los elementos del vector |lmax| debeŕıan

ser similares. En otro caso, lmax puede ser útil para construir un modelo más apropiado.

4.4. Derivación de la curvatura para el modelo es-

tructural t

Como en Kim (2000) consideramos un modelo perturbado en el cual los vectores

aleatorios Zi = (Xi, Yi)
T son independientes con distribución t2(µ,Σ/ωi; ν), i = 1, ..., n.

Aqúı ω = (ω1, ..., ωn)T y ω0 = 1n = (1, ..., 1)T . Con este esquema de perturbación colo-

camos pesos a la matriz de escala para cada observación y, en general, provee resultados

similares a perturbación de casos.

En este caso la matriz ∆ esta dada por,

∆ = DθD(a), (4.13)
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donde Dθ = [d1θ . . . dnθ] y D(a) = diag(a1, ..., an), con ai = −ν(ν + 2)/2(ν + δi(θ)),

diθ = (diα, diβ, diφ, diµx , diφγ )
T , diγ =

∂δi(θ)

∂γ
como en el apéndice i = 1, ..., n, evaluada en

θ = θ̂. Note que para el modelo normal (ν −→∞), ∆ = (−1/2)Dθ.

Para el esquema de perturbación de casos, la correspondiente matriz ∆ es

∆ = C− 1

2
DθD(b), (4.14)

donde C = c(θ̂) ⊗ 1T
n , c(θ̂) = −1

2

∂ log |V |
∂θ

|
θ=

ˆθ
, ver apéndice, y b = (b1, . . . , bn)T con

bi =
ν + 2

ν + δi(θ)
, i = 1, . . . , n. Para el modelo normal, ∆ = C− 1

2
Dθ.

Para más detalles sobre este caṕıtulo, ver Galea et al. (2002a, 2002b)

4.5. Aplicaciones

En esta sección aplicamos la metodoloǵıa a tres conjuntos de datos aparecidos en la

literatura.

Aplicación 1: Datos de Chipkevitch Estos datos corresponden a mediciones del

volumen testicular de 42 adolescentes usando cinco técnicas diferentes: ultrasonido (US,

X), método gráfico (I, Y1), medición dimensional (II, Y2), Prader orchidometer (III, Y3) y

anillo orchidometer (IV, Y4), con el ultrasonido considerado como instrumento estándar.

Los volúmenes testiculares derechos son presentados en la tabla 4.1. Una transformación

ráız cúbica fue usada para alcanzar normalidad. Asumiremos el modelo homocedástico y

nos centraremos en el vector de parámetros θ y sobre el subconjunto θ1 = (αT ,βT )T , que

corresponden a los sesgos aditivos y multiplicativos, respectivamente, de los instrumentos

de medición.
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Tabla 4.1: Datos volumen testicular (en ml)

Adolescente Métodos
número US I II III IV

1 5.0 7.5 5.9 8.0 9.0
2 5.7 5.0 4.8 6.0 10.0
3 7.4 5.0 6.8 9.0 12.0
4 2.6 3.5 3.1 4.0 4.0
5 5.7 5.0 5.0 6.0 7.0
6 6.1 5.0 4.4 7.0 8.0
7 6.2 5.0 6.0 8.0 9.0
8 10.4 10.0 8.8 10.0 10.0
9 9.1 7.5 7.9 10.0 11.0
10 14.8 10.0 13.0 12.0 15.0
11 16.4 12.5 10.3 17.5 17.5
12 9.6 7.5 8.2 10.0 11.0
13 15.7 15.0 19.8 20.0 20.0
14 3.0 2.0 2.0 3.0 4.0
15 16.4 15.0 17.3 20.0 20.0
16 17.6 15.0 17.3 20.0 22.5
17 10.0 7.5 7.9 12.0 12.0
18 4.1 3.5 4.4 4.0 6.0
19 12.7 10.0 11.4 12.0 12.0
20 2.7 3.5 4.1 2.5 6.0
21 10.2 10.0 11.1 12.0 13.5
22 16.5 10.0 15.3 15.0 15.0
23 4.5 3.5 3.9 6.0 7.0
24 5.6 5.0 4.5 4.5 6.0
25 11.0 7.5 9.7 9.0 11.0
26 9.2 10.0 11.3 12.0 13.5
27 8.5 7.5 8.8 12.0 12.0
28 5.4 5.0 6.1 8.0 8.0
29 6.7 7.5 7.2 10.0 8.0
30 5.3 5.0 5.9 8.0 10.0
31 20.0 20.0 16.3 25.0 22.5
32 18.8 15.0 16.3 20.0 25.0
33 13.9 12.5 12.2 15.0 17.5
34 9.4 10.0 10.3 12.0 13.5
35 9.1 7.5 10.8 12.0 12.0
36 14.1 15.0 13.0 13.5 15.0
37 9.3 10.0 8.4 10.0 10.0
38 20.9 20.0 22.1 25.0 25.0
39 11.5 10.0 10.6 15.0 13.5
40 9.7 10.0 9.7 11.0 12.0
41 13.7 12.5 11.6 17.5 15.0
42 8.9 10.0 8.1 12.0 12.0
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Figura 4.1: Gráfico ı́ndice de lmax para perturbación de casos–Aplicación 1.

La suposición de homogeneidad parece sensible si nos centramos en θ, ya que

|lmax| = (0,43504, 0,51309, 0,43625, 0,42440, 0,42078)T .

Las estimas de los parámetros son α̂1 = 0,068428, α̂2 = 0,030502, α̂3 = 0,033242,

α̂4 = 0,38755, β̂1 = 0,93198, β̂2 = 0,96856, β̂3 = 1,0319, β̂4 = 0,89725, φ̂ = 0,0054155,

µ̂x = 2,1005 y φ̂x = 0,12333.

En el esquema de perturbación de casos tenemos Clmax = 4,582 y se destaca el adoles-

cente 20, como se observa en la figura 4.1.

Siguiendo el enfoque de Wu y Luo (1993) presentamos en la figura 4.2 gráficos del de-

splazamiento de verosimilitudes LD(ω(a)) versus a para las direcciones lmax y e20, donde

ω(a) = 142 + almax y ω(a) = 142 − ae20, respectivamente, con e20 denotando un vector

nulo teniendo con el 20ésimo componente reemplazado por 1. Las curvas presentan com-

portamientos similares. Tomando a > 0, ellas presentan cambios substanciales , indicando

que el adolescente 20 podŕıa ser influyente.
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Figura 4.2: Gráficos del desplazamiento de verosimilitudes LD(ω(a)) versus a para las
direcciones lmax y e20 – Aplicación 1.
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Figura 4.3: Gráfico de |lmax| versus ráız cúbica de las mediciones tomadas por la técnica
IV, perturbaciones aditivas – Aplicación 1.

A continuación analizamos los efectos de perturbar las mediciones hechas por los cin-

co instrumentos. Los valores de Clmax para las perturbaciones aditivas son 235.14 (US),

243.83 (I), 238.8 (II), 231.20 (III) y 246.50 (IV), mientras que para las perturbaciones

multiplicativas los valores de Clmax son 1412.6 (US), 1367.6 (I), 1400.1 (II), 1515.2 (III) y

1680.9 (IV). Estos valores revelan que el desplazamiento de verosimilitudes es más sensible

a perturbaciones multiplicativas que aditivas. También, el desplazamiento de verosimili-

tudes es más sensible a la perturbación de las mediciones que al esquema de ponderación

de casos. Las figuras 4.3 a 4.5 ilustran las diferencias entre las perturbaciones. La técnica

IV es usada debido a que presenta un mayor valor de Clmax .
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Figura 4.4: Gráfico de |lmax| versus ráız cúbica de las mediciones tomadas por la técnica
IV, perturbaciones multiplicativas – Aplicación 1.

Aplicación 2: Datos de Barnett Consideremos nuevamente los datos de Barnett

(1969), presentados en la tabla 2.1. Adoptando el modelo homocedástico, y de acuerdo al

esquema de perturbación de varianzas tenemos que Clmax(θ) = 59,35,

lmax = (0,70839, 0,30780, 0,38823, 0,50271)T ,

Clmax(θ1) = 1,221 y

lmax = (−0,73253,−0,17966, 0,36928, 0,54291)T . (4.15)

Los elementos del vector |lmax| son una indicación de que la varianza de los errores de

medición son diferentes. Nosotros nos centraremos en θ1. El vector lmax puede ser usado

para ajustar las varianzas de los errores mediante

V ar(εij) =
φ

1 + almaxj

,

a es tal que el denominador es positivo, j = 0, 1, . . . , p. Transformamos los datos Zi

resultando
(
(1 + almax0)

1/2 Xi, (1 + almax1)
1/2 Yi1, . . . , (1 + almaxp)

1/2 Yip

)T

,
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Figura 4.5: Gráficos del desplazamiento de verosimilitudes LD(ω(a)) versus a para la di-
rección lmax usando perturbaciones aditivas y multiplicativas sobre las mediciones tomadas
por la técnica IV – Aplicación 1.
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Figura 4.6: Gráfico ı́ndice de lmax para perturbación de casos – Aplicación 2.

i = 1, . . . , n, y proporcionando un nuevo vector lmax (l∗max, digamos). Graficando

δa = máx
j=0,1,...,p

|l∗maxj
| − mı́n

j=0,1,...,p
|l∗maxj

|

versus a seleccionamos a tal que δa sea mı́nimo. Comenzando desde lmax en (4.15) con

δa = 0,55287 obtenemos a = 0,2295 y δa = 0,36783. Aśı, podemos considerar un modelo

revisado con varianzas de los errores

φ

0,83188
,

φ

0,95877
,

φ

1,0848
y

φ

1,1246
.

Las estimas de los parámetros en este modelo son are α̂1 = −190,95, α̂2 = −528,78,

α̂3 = −447,39, β̂1 = 1,0537, β̂2 = 1,1920, β̂3 = 1,1351, φ̂ = 33964, µ̂x = 2246,1 y

φ̂x = 534, 031. Perturbación de casos destaca los pacientes 23, 30, 58 y 67, al igual que lo

observado en la figura 4.6.

En lo que sigue comparamos influencia local y eliminación de casos. Siguiendo a Zhao

y Lee (1998), la distancia de Cook puede definirse por

D2i = (θ̂1(i) − θ̂1)
T [V(θ̂1)]

−1 (θ̂1(i) − θ̂1)/2p ,
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Figura 4.7: Gráfico ı́ndice de la distancia de Cook (D2i) – Aplicación 2.

i = 1, . . . , n, donde θ̂1(i) denota el estimador del parámetro sin el caso i, y V(θ̂1) es

un estimador consistente de V ar(θ̂1), y en este caso usamos (−L̈S)−1. La figura 4.7 nos

muestra el gráfico ı́ndice de D2i, i = 1, . . . , n. De nuevo se destacan los pacientes 23, 30,

58 y 67.

La figura 4.8 muestra gráficos del desplazamiento de verosimilitudes LD1(ω(a)) versus

a para las direcciones lmax y e67. Note que la curva LD1 en la dirección e67 tiene mucho

menos cambio que la curva en la dirección lmax (En la figura 4.6 el caso 67 tiene mayor

componente en |lmax|). Ya que lmax es dominado por los pacientes 23, 30, 58 y 67, tenemos

indicios de influencia conjunta global. Ver también las figuras 4.8 y 4.2.
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Figura 4.8: Gráficos del desplazamiento de verosimilitudes LD1(ω(a)) versus a para las
direcciones lmax y e67 – Aplicación 2.
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Aplicación 3: Datos de Kelly Consideremos nuevamente el conjunto de datos repor-

tados por Kelly (1984) y modificados por Kim (2000). Los datos consisten de mediciones

pareadas de niveles de serum kanamycin en muestras de sangre de 20 recién nacidos. Kim

(2000), considerando un modelo normal, detecta las observaciones 2, 17 y 18 como más

influyentes en β̂, el EMV de β.

Siguiendo el enfoque de Bolfarine y Arellano-Valle (1994), ajustamos un modelo t a

los datos considerando varios valores de ν. La tabla 4.2 abajo presenta las estimas de

los parámetros y los valores de la función de log-verosimilitud para algunos valores de ν.

Como podemos ver desde la tabla, cuando ν = 1 obtenemos el mejor ajuste.

Tabla 4.2: Estimas de los parámetros para algunos valores de ν

ν α̂ β̂ φ̂ µ̂ φ̂x l(θ̂)
1 2.922 0.803 1.767 18.872 7.674 -339.06
10 6.078 0.669 4.647 20.900 27.83 -2148.38
1000 7.027 0.624 5.373 21.583 33.277 -2829.59

La figura 4.9 muestra gráficos ı́ndice de lmax para ν = 1, ν = 10 y ν = 1000 grados

de libertad. Las observaciones 2, 17 y 18 parecen tener una moderada influencia en la

estimación de θ en el modelo normal ( ν −→ ∞). Por otro lado, la figura 4.10 presenta

gráficos ı́ndice para C i, los cuales indican que la observación 2 no es influyente en el

modelo normal, sólo lo son las observaciones 17 y 18.

En el caso Cauchy (ν = 1) y en el modelo t con bajo grados de libertad, esta influencia

se reduce sustancialmente.

En las figuras 4.11 y 4.12 consideramos un estudio de influencia local con interés en β,

también analizado en Kim (2000) para el modelo normal. Los resultados de Kim (2000)

son similares a los de la figura 4.9, para ν = 1000. Sin embargo, en el modelo t con bajo

grados de libertad las observaciones tienen poca influencia, como se puede apreciar en las

figuras 4.11 y 4.12.
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Figura 4.9: Gráfico ı́ndice de lmax correspondiente a θ con ν = 1, 10, 1000
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Figura 4.10: Gráfico ı́ndice para Ci correspondiente a θ, con ν = 1, 10, 1000
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Figura 4.11: Gráfico ı́ndice para lmax correspondiente a β con ν = 1, 10, 1000
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Figura 4.12: Gráfico ı́ndice para Ci correspondiente a β con ν = 1, 10, 1000

5 10 15 20

index

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

C
i 

1513 20

 ν = 1

5 10 15 20

index

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

C
i 

2

17 18

 ν = 10

5 10 15 20

index

0
.0

0
.2

0
.4

0
.6

0
.8

1
.0

C
i 

4

17

18

 ν = 1000

59



La tabla 4.3 considera influencia global para β̂ usando el cambio relativo, RC =

|(β̂ − β̂(I))/β̂|, como considerado en Kim (2000), donde β̂(I) denota el EMV de β después

de eliminar las observaciones pertenecientes al conjunto de ı́ndices I. Al contrario de Kim

(2000), al eliminar cualquiera de las observaciones 2, 17 y 18, el cambio relativo permanece

prácticamente igual. Lo mismo ocurre cuando grupos de dos de las tres observaciones

son eliminadas. Kim (2000) también señala que las observaciones 17 y 18 enmascaran la

influencia de la observación 2 en el modelo estructural normal. Podemos notar que esto

no parece ser el caso en el modelo estructural t con grados de libertad pequeños.

Tabla 4.3: Influencia global para β̂

I ν=1 ν=10 ν=1000
β̂(I) RC β̂(I) RC β̂(I) RC

2 0.92 0.14 0.75 0.13 0.66 0.06
17 0.93 0.15 0.78 0.17 0.69 0.11
18 0.93 0.15 0.80 0.19 0.73 0.16
2, 17 1.07 0.33 0.95 0.42 0.78 0.25
2, 18 1.07 0.33 0.96 0.43 0.83 0.33
17, 18 1.07 0.34 0.97 0.45 0.88 0.41
2, 17, 18 1.24 0.55 1.19 0.77 1.17 0.87

Del análisis de los residuos, denotados por ei, basados en los EMV y definidos por

Kim (2000), vemos que las observaciones 18, 12 17 presentan residuos grandes en valor

absoluto, ver tabla 4.4. También podemos notar que el residuo, en valor absoluto, de la

observación 2 es más grande que en el modelo normal. Sin embargo, eliminando las tres

observaciones, y denotando los nuevos residuos por êi, vemos claramente que las observa-

ciones 2, 17 y 18 son outliers, como fue también notado por Kim (2000). Para más detalles

ver Galea et al. (2002b).
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Tabla 4.4: Residuos para los modelos Cauhy y Normal

Obs Cauchy Normal
ei êi ei êi

1 3.81 1.85 3.82 1.31
2 -3.58 -10.02 -1.75 -9.80
3 0.05 0.90 -1.09 -0.12
4 3.16 -0.25 3.76 -0.54
5 4.22 3.57 3.69 2.81
6 -0.88 -1.53 -1.41 -2.29
7 2.74 1.83 2.32 1.11
8 -0.90 -1.06 -1.62 -1.91
9 1.59 1.91 0.67 0.98
10 -2.58 -3.23 -3.11 -3.99
11 0.68 -2.77 1.30 -3.06
12 6.38 4.94 6.17 4.31
13 0.52 2.11 -0.93 0.96
14 -1.99 -1.50 -2.99 -2.45
15 -0.88 -1.53 -1.41 -2.29
16 2.78 5.12 1.04 3.85
17 -5.22 -12.01 -3.24 -11.73
18 -6.52 -13.75 -4.37 -13.40
19 -0.10 -0.26 -0.82 -1.11
20 1.60 3.67 -0.04 2.45
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Apéndice A: Matriz de información observada para el

modelo homocedástico

En este apéndice presentamos los elementos de la matriz de información observada

−L̈S dada en la sección 4.3.1. Sea

S∗ = S10β
′ + βS01 + S11 ββ′ + ββ′S11 (A.1)

donde S01, S10 y S11 son sub-matrices correspondientes a la partición de

S =

(
s00 S01

S10 S11

)
,

con s00 un escalar y S11 de dimension p× p. La matriz L̈S tiene los siguientes elementos :

Lαα = −n

φ
(Ip − f ββ′) ,

Lαβ = X Lαα, Lαφ = 0 ,

Lαµx = −n(1− fc)

φ
β , Lαφx = 0 ,

Lββ = −nf

φ
[φ (Ip − 2f ββ′) +

X
2
(Ip − f ββ′)

f

+ f b′ S b (Ip − 4f ββ′)− S11 + 2fS∗ ] ,

Lβφ =
nf 2

φ
β − n

φ2
[ f(S10 + S11β)(1 +

fφ

φx

)− f 2 b′ Sb (1 +
2fφ

φx

) β] ,

Lβµx = X Lαµx ,

Lβφx = −fn(1− fc)

φx

[(1 +
2f b′Sb

φ
) β − 1

φ
(S10 + S11β)] ,

Lφφ =
n

φ2
[
1

2
(p + (1− fc)2) +

f 2

φx

b′Sb (1 +
φf

φx

)− 1

φ
(tr(S)− f b′Sb)] ,

Lφµx = 0 ,

Lφφx =
nf

2φx

[
fc

φx

− b′ Sb

φ
(
1− fc

φ
− f(2fc− 1)

φx

)] ,

Lµxµx = −nc

φ
(1− fc) , Lµxφx = 0 y

Lφxφx = n (
fc

φx

)2 [
1

2
+

b′ Sb

cφ
(fc− 1)] ,

donde S∗ como en (A.1) y todas las expresiones deben ser evaluadas en los EMV.
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Apéndice B: Matriz de información observada para el

modelo estructural t

En este apéndice presentamos los elementos de la matriz de información observada

para el modelo estructura t. De (3.11), sigue que

∂li(θ)

∂γ
= −1

2

∂log|V |
∂γ

− 1

2

ν + 2

ν + δi(θ)
diγ, (B.1)

con diγ =
∂δi(θ)

∂γ
, γ = α, β, φ, µx y φx, δi(θ) como en (3.11), i = 1, ..., n. Luego, tenemos

que

∂log|V |
∂β

= 2βa,
∂log|V |

∂φ
=

1

φ
+

a

φx

, (B.2)

∂log|V |
∂φx

=
ac

φx

,
∂log|V |

∂γ
= 0, γ = α, µx,

diα =
2

φ
{aβq2i − (Yi − α− βµx)}, (B.3)

diβ =
2

φ
{a2βq2

2i − aq2i(Yi − α− 2βµx)− µx(Yi − α− βµx)}, (B.4)

diφ =
a

φ
q2
2i(

1

φ
+

a

φx

)− q1i

φ2
, (B.5)

diµx =
2

φ
q2i(ac− 1), (B.6)

diφx =
aq2

2i

φφx

(ac− 1), (B.7)

donde c = 1 + β2, a = φx/(φ + cφx), q1i = (Yi − α− βµx)
2 + (Xi − µx)

2 y

q2i = β(Yi − α− βµx) + (Xi − µx), i = 1, ..., n.

Desde (B.1) vemos que la matriz de información observada, por elemento, esta dada por

L̈i(θ) = −
[(

∂2li
∂γ∂τ

)]
, (B.8)

donde

∂2li
∂γ∂τ

= −1

2

∂2log|V |
∂γ∂τ

− 1

2

ν + 2

ν + δi(θ)

{
diγτ − diγdiτ

ν + δi(θ)

}
,
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con diγ, γ = α, β, φ, µx, φx como en (B.3)-(B.7) y diγτ =
∂2δi(θ)

∂γ∂τ
γ, τ = α, β, φ, µx, φx,

donde

∂2log|V |
∂α∂γ

=
∂2log|V |
∂µx∂γ

= 0, γ = α, β, φ, µx, φx, (B.9)

∂2log|V |
∂β∂β

= 2a(1− 2aβ2), (B.10)

∂2log|V |
∂β∂φ

= −2βa2/φx, (B.11)

∂2log|V |
∂β∂φx

= 2
aβ

φx

(1− ac), (B.12)

∂2log|V |
∂φ∂φ

= −(
1

φ2
+

a2

φ2
x

), (B.13)

∂2log|V |
∂φ∂φx

= −a2c

φ2
x

, (B.14)

∂2log|V |
∂φx∂φx

= −(
ac

φx

)2, (B.15)
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diαα =
2

φ
(1− aβ2), (B.16)

diαβ =
2

φ
{aβ(Yi − α− 2βµx) + aq2i(1− 2aβ2) + µx}, (B.17)

diαφ =
2

φ
{1

φ
(Yi − α− βµx)− aβq2i(

1

φ
+

a

φx

)}, (B.18)

diαµx =
2β

φ
(1− ac), (B.19)

diαφx =
2aβ

φφx

q2i(1− ac), (B.20)

diββ =
2

φ
{µ2

x + 2aµxq2i − a(Yi − α− 2βµx)
2 (B.21)

+4a2βq2i(Yi − α− 2βµx) + a2(1− 4aβ2)q2
2i},

diβφ =
2

φ
{aq2i(Yi − α− 2βµx)(

1

φ
+

a

φx

)− a2βq2
2i(

1

φ
+

2a

φx

) (B.22)

+
µx

φ
(Yi − α− βµx)},

diβµx =
2(1− ac)

φ
{2aβq2i − (Yi − α− 2βµx)}, (B.23)

diβφx =
2a(1− ac)

φφx

{2aβq2
2i − q2i(Yi − α− 2βµx)}, (B.24)

diφφ =
2

φ2
di(θ)− 2a2

φφx

q2
2i(

1

φ
+

a

φx

), (B.25)

diφµx =
2

φ2
{q2i − ac(1 +

aφ

φx

)q2i}, (B.26)

diφφx =
a

φφx

(
1− ac

φ
+

a− 2a2c)

φx

)q2
2i, (B.27)

diµxµx = 2c(1− ac)/φ, (B.28)

diµxφx =
2ac(1− ac)

φφx

q2i, (B.29)

diφxφx =
2a2c(1− ac)

φφ2
x

q2
2i, (B.30)

i = 1, ..., n. Finalmente, la matriz de información observada es L̈ =
n∑

i=1

L̈i(θ).
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Apéndice C: Matriz de información esperada para el

modelo heterocedástico

Los elementos de la matriz de información esperada para el modelo heterocedástico

están dados por:

Iµxµx = n(1− 1/vσ2
x)/σ

2
x, Iµxαk

=
nβk

vσ2
kσ

2
x

, Iµxβk
=

nβkµk

vσ2
kσ

2
x

, Iµxσ2
x

= Iµxσ2
j

= 0, (C.1)

con k = 1, ..., p, y j = 0, ..., p.

Iαkαk
=

n

σ2
k

(1− β2
k

vσ2
k

), Iαkαl
= −nβkβl

vσ2
kσ

2
l

, Iαkβk
= −nβ2

kµk

vσ4
k

+
nµx

σ2
x

, Iαkβl
= −nβkβlµk

vσ2
kσ

2
l

,

(C.2)

Iαkσ2
x

= Iαkσ2
j

= Iαkσ2
l
, k = 1, ..., p; j = 0, ..., p.

Iβkβk
=

n

σ2
k

(µ2
x +σ2

x− 1/v)+
nβ2

k

vσ4
k

(2/v−σ2
x−µ2

x), Iβkβl
=

nβkβl

vσ2
kσ

2
l

{2/v− (µ2
x +σ2

x)}, (C.3)

Iβkσ2
x

=
nβk

vσ2
kσ

4
x

(σ2
x − 1/v), Iβkσ2

0
= − nβk

v2σ2
kσ

4
0

, Iβkσ2
k

=
nβk

vσ4
k

− nβ3
k

v2σ6
k

,

Iβkσ2
l

= − nβkβ
2
l

v2σ2
kσ

4
l

, k 6= l = 1, ..., p.

Iσ2
xσ2

x
=

n

2σ4
x

− n

vσ6
x

+
n

2vσ8
x

, Iσ2
xσ2

0
=

n

2v2σ4
xσ

4
0

, Iσ2
xσ2

k
=

nβ2
k

2v2σ4
xσ

4
k

, k = 1, ..., p; (C.4)

Iσ2
0σ2

0
=

n

2σ4
0

− n

vσ6
0

+
n

2v2σ8
0

, Iσ2
0σ2

k
=

nβ2
k

2v2σ4
0σ

4
k

, k = 1, ..., p; (C.5)

Iσ2
kσ2

k
=

n

2σ4
k

− nβ2
k

vσ6
k

+
nβ4

k

2v2σ8
k

, Iσ2
kσ2

l
=

nβ2
kβ

2
l

2v2σ4
kσ

4
l

, k 6= l = 1, ..., p. (C.6)
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