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Resumen

Los modelos con errores en las variables, también conocidos como modelos con errores
de medicion corresponden a modelos con al menos un predictor medido con error. El prob-
lema de errores de medicién aparece con frecuencia en diversas areas del conocimiento.
Campos, como agricultura, medicina, ingenieria, psicologia, educacién, y finanzas son al-
gunas disciplinas que presentan problemas donde los predictores estan contaminados por
errores de medicion. En este minicurso se discute el modelo simple con errores de medicién
y una extension multivariada, suponiendo que los errores aleatorios siguen una distribu-
cién normal. Se presentan métodos de estimacién, test de hipotesis y algunas técnicas de
diagnéstico, como influencia local. Se considera principalmente el modelo estructural y
se discuten extensiones dentro de la clase de distribuciones elipticas multivariadas. Final-
mente, se ilustra el uso de estos modelos en la comparacién de instrumentos o métodos

de medicion.
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Capitulo 1

Modelo Estructural Simple

1.1. Introduccion

Los modelos con errores de medicién, M EM (también conocidos como modelos con
errores en las variables) son generalizaciones de los modelos de regresion clésicos, donde al
menos uno de los predictores estd contaminado con un error de mediciéon. En este capitulo
discutiremos el M EM simple, que corresponde a una extension del modelo de regresion

simple.

1.2. Modelo con error de medicién simple

El clasico M EM simple esta dado por: (ver Fuller (1987))

Xi = x; + €
Yi = yit+ea (1.1)
Y = oa—l—ﬂxi, 221,2,,717

donde Y; y X; corresponden a la i-ésima observacion, cuyos verdaderos valores son y; y

x;, respectivamente, y €;0 y €;; son errores de medicion. En notacién matricial podemos

=(§)=(2)+(;>x+e i=1,....n (1.2)

donde €;= €i0 son vectores aleatorios #id Na( 0 , % 0 ).
€1 O O ¢1

escribir:

Existen dos versiones del MEM, dependiendo de los supuestos acerca de la variable
regresora no observable. Si xq,za, ..., %,, son constantes desconocidas (pardmetros inci-

dentales), el modelo se denomina MEM Funcional; mientras que, si z1,s,...,Z,, son
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variables aleatorias iid N (p., ¢,) ¢ independientes de los errores de medicion, el modelo
es conocido como MEM Estructural (ME). En este curso nos centraremos en el modelo

estructural. Luego, tenemos que:
Z; iid Ny(u,V), 1=1,...,n, (1.3)

donde
o+ ﬁ,uac ﬁ¢x ﬁ%bx + ¢1 . ’

Un hecho conocido es que este modelo no es identificable, ver Fuller (1987) y Kendall
y Stuart (1979).

Definicién 1.1 Sea Z un vector aleatorio observable con distribucién F'(z,0); § € © y
ze L.

(i) Se dice que el punto 0, € O es identificable por F'(z,6,) si no existe 6 € O tal que

F(z,0,) = F(z,0) para algin z € Z. (1.5)

(ii) El espacio paramétrico, © o el modelo F', se dice identificable si cada 6 € © es
identificable. En este caso diremos que # es identificable. En caso contrario, diremos
que 6 no es identificable.

Note que el parametro 6 no serd identificable si existen 0, # 6., € © tales que
F(z0.) = F(z;0..), Vz€LZ (1.6)

Lema 1.1 En el modelo estructural (1.3)-(1.4), 6 = («, 3, ¢, d1, fls, @) T 10 es identifi-
cable.

Ejemplo 1.1 En el modelo estructural (1.3)-(1.4) considere los siguientes valores de
0, =(2,1,3,7,1,1)" y 0., =(1,2,7/2,6,1,1/2)" .

De (1.4) es facil ver que ambos valores de 6 generan la misma media y la misma matriz
de covarianzas de Z;:

1
E(Zi):<3) y VCW(ZZ‘):(ZL é) , 1=1,2,...,n,

de donde sigue que € no es identificable.



Una de las consecuencias de que 6 no sea identificable es dada en el siguiente lema.

Lema 1.2 En el M E| si 0 no es identificable, entonces no existe un estimador consistente
para 6.

Del lema tenemos que falta de identificabilidad implica falta de estimadores consis-
tentes, lo que tiene serias implicaciones en la teoria asintotica de estimacion y prueba de
hipotesis. Con todo, si € es identificable no implica que exista un estimador consistente
para . Para un ejemplo interesante ver Grabielsen (1978).

Una de las formas de resolver el problema de identificabilidad es colocar restricciones
sobre 6. En este caso supondremos que la matriz de covarianzas de los errores de medicion,
€;, es ¢Xg, con Yy conocida, y sin pérdida de generalidad, ver Gleser (1981), podemos
suponer que Yy = I, la matriz identidad de orden 2. Este caso incluye la usual restriccion,
ver Fuller (1987), de razén de varianzas de los errores de medicién A\ = ¢;/¢g conocida,
donde ¥y = Diag(1,\), y sin pérdida de generalidad podemos tomar A = 1. Para otras
restricciones de identificabilidad ver Fuller (1987), Shyr y Gleser (1986), Jaech (1985) y
Cheng y van Ness (1999).

1.3. Estimacion Maximo Verosimil

Desde (1.3)-(1.4) sigue que la funcién de log-verosimilitud estéd dada por:
16) = 3" 1,(6). (L7)
i=1

donde, 0 = (avﬂa ¢7 Mx7¢m)Ta ll<9) = —lOg(27T) - llOg|V| - %61(0)7 con 51(0) = (ZZ -

2
w)"V Y Z; — p). Luego los estimadores méximo verosimiles son, (ver Fuller, 1987):

A —

i.=X. a=Y—jx, 5:—<5XX—Sw)+\/<SXX—SYY>2+45§W

QSXY

(1.8)

-1 A n A S
¢ = —(Syy —2BSxy + QQSXX), G = iAyy
C nﬁ
donde,

n n

e= (145, Sxx = S (XX, Sxy = - S (X X)(Yim¥) y Sy = S (V¥ )

=1 =1 =1

Para estimar la varianza de los EMV podemos usar la inversa de la matriz de infor-

macién esperada. Este resultado es presentado en el siguiente teorema.
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Teorema 1.1 Bajo ¢l ME : \/n(0 — 0) 2 N5(0; Qy), donde

(H20%k[02) + cd —pad®h 0 B (nad®Bk)/6) %
c/kige 0 0 B/kiv/ bz

= 20° 0 —¢Vou/(k—1) | . (1.9)
GOz + @ 0
(1/k1) + (¢2/2)

con k= 1+4¢yc/é, k1 = (1— k1) /¢ = dyc/d*k. Aqui, = indica convergencia en distribu-
cién cuando n — oo. Es decir, para n grande, 0 ~ AN5(0, %Qg)

Demostracion: Primero calculamos la matriz de informacién esperada usando la formula
dada por Dolby (1976),

*’10)\ (1 OV _ OV ow' ., 0p
_E(aeiaej>_”{§“(v 20.Y a6;) T o6 Y a0, )

y el resultado sigue, después de alguna algebra. Aqui, @ = (01,0, 05,04, 05)" = (o, 3, ¢, fie, b)) .

Notemos que v/n(a — a,g— 3, 5— o) 2 N3(0,T"), donde I" = T'py dada no Teorema
1.3.1 de Fuller (1987).

1.4. Test de hipodtesis

Aligual que en regresion lineal simple, una hipétesis de interés en este caso es Hy; : 0 =
0. Note que Couv(Y;, X;) = B¢., de modo que 5 = 0 es equivalente con p = p(V;, X;) = 0.
Luego el test de la razén de verosimilitudes (TRV) conduce al siguiente estadistico,

rv/n —2

el cual, bajo Hyq, tiene una distribucién ¢ con n—2 grados de libertad, y r = Sxy /v SxxSyy
es el coeficiente de correlacién muestral.

Otra hipdtesis de interés es Hys : 3 = 3y, con 3y conocido. E1 TRV esta dado por,

(5351/3/ +26pSxy + Sxx)(Syy — 260Sxy + ﬁSSxx)
(1+53)(Syy — Sky/Sxx)

G = 2{1(8) — (8o)} = nlog{ },

(1.11)
el cual bajo Hy, tiene, para n grande, aproximadamente una distribucién chi cuadrado con
1 grado de libertad. Como ha sido discutido en la literatura, Wong (1989) y Arellano-Valle
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y Bolfarine (1996a) la aproximacién de la distribucién del estadistico G a la distribucion
chi-cuadrado puede mejorarse usando la correccién de Bartlett. En efecto, tanto Wong
(1989) como Arellano-Valle y Bolfarine (1996a) muestran, usando distintas técnicas, que

el TRV corregido esta dado por,
G

G = avoa (1.12)

Arellano-Valle y Bolfarine (1998) proponen el test score para probar la hipdtesis Hos :
B = [y. En efecto ellos muestran que el estadistico score esta dado por,

Sr = n(d?Sdy)?/(d¥ Sdy)(dX Sds,), (1.13)
donde d; = \/Lg(l,ﬁo)T, dy = %(—ﬁoal)T y S = [(Sz)], con Sy1 = Sxx, S12 = Sxy y
Sog = Syy.

Arellano-Valle y Bolfarine (1998) muestran que, bajo Hys,

S 1 n—-2
R Beta —,n ,
n 2" 2

una distribucién beta con parametros % y ”T’Q De aqui sigue que, bajo Hys, la estadistica

Fs=(n—2) (SﬁR—1>_ = (n—2) (153/;;) ~F(l,n—2), (1.14)

n

una distribucién F con 1 y n — 2 grados de libertad. Es decir el estadistico score tiene

una distribucién exacta.

1.5. Bondad de ajuste

Para evaluar el ajuste del modelo estructural normal, podemos construir el grafico de
las distancias transformadas, ver Little (1988) y Lange et al. (1989).

Recordemos que
6:(0)=(Z,— 'V Z,—p),i=12,...,n (1.15)

es la distancia de Mahalanobis. Bajo normalidad, sabemos que ¢;(6) tiene una distribucién

~

chi-cuadrado con 2 grados de libertad, i = 1,2, ...,n. Ademds, ;(0) tiene asintéticamente
la misma distribucién y?. Usando la aproximaciéon de Wilson-Hilferty (Johnson y Kotz,

1970) tenemos que

5 = 3(6,(0)/2)* g (1.16)



1 =1,2,...,n, se distribuyen aproximadamente normal estandar. Un ) — @) plot de las
distancias transformadas z;, i = 1,2,...,n, dadas por (1.16), puede ser utilizado para

evaluar el ajuste del modelo estructural.

1.6. Comparacion de dos instrumentos de medicion

La necesidad de comparar instrumentos de medicién que difieren en costo, velocidad
o otros factores, ha aparecido con frecuencia en diversas areas del conocimiento. Grubbs
(1948, 1973), por ejemplo, compara tres cronémetros, Barnett (1969) da un ejemplo donde
cuatro combinaciones instrumento-operador concebidos para medir la capacidad vital en
un grupo de pacientes son evaluados. Leurgans (1980) compara dos métodos para medir
la concentracion de glucosa en la sangre. Varios otros ejemplos, en el drea médica, son
mencionados por Kelly (1984, 1985) y Kaaks et al. (1994). Jaech (1985) da varios ejemplos
en ingenierfa, Fuller (1987) presenta casos en agricultura. Dunn (1992, 2004) presenta
aplicaciones en Psicologia y Educacion.

El termino método o instrumento (de medicion), se refiere a diferentes formas de
medicion de una caracteristica dada. El termino también puede ser aplicado cuando la
misma forma de medicién es hecha por diferentes aparatos o diferentes operadores. Por
ejemplo, cuando un andlisis quimico es realizado en diferentes laboratorios, cada labora-
torio es identificado como un método o instrumento de medicion. En algunos casos puede
ocurrir, también, que los diferentes métodos sean un mismo instrumento avaluado em
diferentes tiempos. En esta seccién nos centraremos en el caso de dos instrumentos. En
efecto, supongamos que una caracteristica z es medida por dos métodos en un grupo
comun de n unidades experimentales. Como en Barnett (1969) suponemos que uno de los
instrumentos es estandar (control), que mide z con un error de medicién y otro nuevo,
que se desea comparar con el estandar, y que mide x también con un error de medicién
y posiblemente con sesgo aditivo y multiplicativo. Es decir un modelo para esta situacion
es

X; = x; + €, (1.17)

Y = a+ fu; +en

donde los errores de medicién (e, €;1)7 son no correlacionados.

Un concepto importante en la comparacion de instrumentos de mediciéon es la confia-
bilidad. En lo que sigue, By =1y (6, = 3.

Definicién 1.2 La confiabilidad del j—ésimo instrumento, denotada por x; se define



como,

Kj = 20:/(B30a + ¢), §=0,1. (1.18)

Ahora, como Cov(Y;, x;) = By, Var(z;) = ¢ v Var(Y;) = 26, + ¢, tenemos que K,
corresponde al cuadrado del coeficiente de correlaciéon entre Y; y x;. O sea, es una medida
tipo coeficiente de determinacién usada en regresion lineal y puede ser interpretada como
la proporciéon de la variacion observada “explicada” por la recta Y; = a+ Bx; +€;1 v luego
0 < k1 < 1. Similar interpretacion tiene k.

Otra medida o indice usado para evaluar la calidad de un instrumento o método de

medicién es la precision. Se conocemos los parametros « y (3, entonces las observaciones

Y;, i =1,...,n, en el nuevo instrumento pueden ser calibradas como
Y; ZB(Yi—Oé)Z%“FBEu:%—FEﬂ )
las cuales son “no sesgadas” para x;, 1 = 1,2,...,n. Los errores de medicién €}; de Y;*

tienen varianza ¢/(3%. Ya que después de la calibracién los dos instrumentos miden z; sin
sesgo, una definicién natural de la precisién seria, ver Shyr y Gleser (1986) y Cochran
(1968):

Definicién 1.3 La precision del j—ésimo instrumento, denotada por 7; se define, como:
m=0B;/d. j=0,1. (1.19)

Theobald y Mallison (1978) usan la “precisién relativa”, denotada por 7;, definida por:

T =Ti0e = Bida/d, j=0,1. (1.20)
Sin embargo, Draper y Guttman (1975, 1976), definen la precisién relativa como
0 = T—lj = ¢/Bib., j=0,1. (1.21)
Note que
ki = ¢omj/(omj + 1) = 75/(T;+1) = 1/(1+ ;) , j=0,1 (1.22)
y que
Ko=Kl © To=mT < Tg=T1 < 0y = 0. (1.23)

De las medidas anteriores, las mas utilizadas son la confiabilidad y la precisiéon. Note
que la confiabilidad no depende de las unidades de medicién de los x; y es facil de in-

terpretar. Sin embargo, de (1.23) vemos que comparar confiabilidades es equivalente a
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comparar precisiones o precisiones relativas.

En general el problema de comparar dos instrumentos se reduce a hacer inferencias sobre
los sesgos («, ), confiabilidades (k;) y/o precisiones (7;). Es necesario considerar el sesgo
y la confiabilidad (precisién) simultdneamente, pues un valor alto de x; (préximo de 1)
implica s6lo que Y; (medida hecha por el nuevo instrumento) es una medida confiable de
a+ fzx. El nuevo instrumento proporcionaria medidas “exactas” de la caracteristica x sélo

si k1 es proximo de uno y si fuese insesgado (o = 0,3 = 1).

Si estamos interesados en comparar las precisiones de los instrumentos, 7y y 71, las

hipétesis relevantes pueden formularse como,
HO s < o, Hy :m > 7o (124)

Es decir, H; es la hipdtesis que el instrumento 1 es mejor, més preciso, que el instrumento
estandar. Note que Hj puede formularse equivalentemente en términos de los coeficientes
de confiabilidad: Hy : k1 < kg. Para probar Hy podemos usar el test propuesto por Pitman
(1939). En efecto, sea

Wia\ 1 1 Xi\ .
Wi_(m)_(—l 1)(m)_Tzi, i=1,2,...,n. (1.25)

con T = ( _11 1 ) Luego, tenemos que

s () (P ) o

Luego el coeficiente de correlacion, pio, entre Wiy v Wig es,

(bz(ﬁQ B 1)

Pi2 = 5 T (1.27)
V(20 + ¢a(1+ 5)?) (20 + ¢2(1 — §)?)
Las hipdtesis (1.24) son equivalentes a
HO : P12 < 0, H1 D P12 > 0. (128)

Es bien sabido que el TRV para probar las hipétesis (1.28) es

t, = — 1.29
donde r5 es el coeficiente de correlacion muestral entre Wy y W5, En términos de los

datos originales,

g = Y= 20y = Sxx) (1.30)

2/18]

8




Finalmente rechazamos Hj si t,, > t,, donde ¢, es el percentil 100(1 —n) % de la distribu-
cién t con n — 2 grados de libertad. Shyr (1984) muestra que este test es insesgado y
uniformemente mas potente.

Otra hipétesis de interés podria ser: Hy; : « = 0, (G =1, kg = k1. O sea, esta-
mos interesados en probar si los instrumentos miden la caracteristica z sin sesgo y con
la misma confiabilidad. Esta hipdtesis puede probarse, por ejemplo, usando el test de
Wald. Naturalmente, dependiendo del problema, podria ser de interés probar otro tipo de
hipotesis.

Ilustracion: Datos conducto radicular. Se desea comparar dos métodos de medi-
cién del conducto radicular, uno fue el convencional usando radiografia (X), y otro fue un
aparato electréonico llamado LAE, (Y'). En la Tabla 1.1 se presentan los resultados para
una muestra de n = 110 conductos. En la figura (1.1) se muestra el grafico de dispersién

de los datos, observandose una relacién lineal entre las dos mediciones.

Al aplicar el modelo estructural se obtienen los siguientes resultados:

Tabla 1.2: EMYV y sus errores estandar asintéticos

Pardmetro Estima Error estdndar

o ~0.4675 0.5405
3 1.0166 0.0264
¢ 0.2133 0.0288
L 20.3690 0.2335
O 2.4046 0.1681

La figura 1.2 muestra el grafico de las distancias transformadas para el M E. Se puede

observar un ajuste razonable a pesar de que algunas observaciones podrian ser outliers.



Tabla 1.1: Medidas del conducto radicular, hechas por 2 instrumentos

Obs. | X Y [ Obs. | X Y [Obs. | X Y
1 165|155 | 38 220|225 | 75 |21.0|19.5
2 19.0 1175 39 | 180|175 | 76 |21.0|21.5
3 1751175 | 40 |25.0|24.0| 77 |20.5]20.0
4 180|175 | 41 |23.2 235 78 |20.5| 20
5 20.8 120.5 | 42 [2241220| 79 |21.5]21.5
6 179 | 175 | 43 |19.0|20.0| 80 | 22.0/|21.0
7 1951195 | 44 |250 235 | 81 |22.022.0
8 180|170 | 45 |24.0|245| 82 | 225|220
9 16.0 | 155 | 46 |20.0|20.5| 83 | 21.0|20.5
10 | 14.0| 135 | 47 |[20.0|21.0] 84 |20.0|20.5
11 |1 205|205 | 48 |181 185 | 85 |19.0|19.5
12 | 145|155 | 49 220|225 | 8 | 250|255
13 | 145|145 | 50 |15.0| 155 | 87 | 21.0|20.5
14 1235|235 | 51 |15.0|14.5| 8% |20.5|20.0
15 | 180|185 | 52 |22.0|23.0| 89 | 255|245
16 |119.5]119.0| 53 |220|225| 90 |24.0|24.0
17 | 195|185 | 54 | 185|185 | 91 | 175|175
18 |123.0|225| 55 | 185|185 | 92 |20.0| 185
19 119.0]195] 56 |[19.0]20.5] 93 |19.0|19.5
20 | 19.019.0| 57 |27.6|275| 94 |21.6|21.5
21 [2251220| 58 [20.51]21.0| 95 |21.5]225
22 122.01225| 59 [23.01]225| 96 |24.5]|24.5
23 120.0120.0| 60 |22.01]220]| 97 |225 225
24 120.0120.5| 61 |2251]225| 98 |20.0120.5
25 123.0(23.0| 62 |20.5]185| 99 |19.019.5
26 [21.0]220| 63 |23.0]23.0| 100 |18.017.5
27 121.0]119.0| 64 |22.01]22.0| 101 |19.0 | 19.5
28 [195]119.0| 65 |21.5]21.5| 102 |19.5 | 19.5
29 11951190 66 |19.0] 185 | 103 | 19.5| 19.5
30 [ 19.5]19.0| 67 |18.0|18.0 | 104 | 21.5| 21.5
31 | 17.5|17.0| 68 |23.0|21.5] 105 | 21.5 | 22.0
32 | 19.0] 185 | 69 |22.0]21.0] 106 | 20.5 | 21.0
33 120.5]195| 70 |25.0]25.0| 107 |21.0 | 20.5
34 | 19.0]185| 71 |21.0]20.5| 108 | 22.0| 22.5
35 1200195 72 [19.0]19.0| 109 | 16.5 | 16.5
36 |2201]220| 73 |18.0]18.0 | 110 |20.0 | 19.5
37 120.0]205| 74 | 185 19.0

Fuente: Trabajo de titulacion UV
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Figura 1.1: Grafico de dispersién
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Figura 1.2: Grafico de la distancia transformada para el modelo normal

Transformed Distances

Quantiles of Standard Normal

Las estimas de la precision de cada instrumento son 71y = 4,6882 y 71; = 4,8452. El valor
del estadistico t, = vn —2(Syy — Sxx)/2v/|S| = V108(6,1896 — 5,9954)/2x2,5546 =
0,3949. Luego no podemos rechazar la hipétesis, Hy : m < 7.
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Capitulo 2

Modelo Estructural Multivariado

2.1. Introduccion

En este capitulo consideraremos una extension del M EM simple, al caso donde disponemos

de varias respuestas y un predictor medido con error.

2.2. Modelo homocedastico

Sean x; y X; los valores verdadero y observado del predictor = en la unidad experimen-
tal 7, y Yj; las respuestas observadas en la unidad ¢, 7 =1,...,ny j=1,...,p. Como en
Barnett (1969), Shyr (1984), Kelly (1984) y Kimura (1992) el M EM multivariado puede

escribirse como,

Yij=a;+ Bz + €5, (2.1)
i=1,....,nyj=1,...,p,and
Xi=mzi+ €, (2.2)
1 =1,...,n. Usaremos la siguiente notacion:

T T
Zi: (Xia}/ila"w}/;p) ) ei:(ei(beila"'aeip) )
los cuales son vectores aleatorios de dimension r = p + 1,

a:(oq,...,ozp)T y ﬂ: (ﬁl?"'?ﬁp)T7

que corresponden a vectores de parametros de dimension p. Luego, en notacién matricial

Z; - (g) + (g) Tt € (2.3)
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1 =1,...,n. También suponemos que
€; ~ NT(O, ¢20),

1 =1,...,n, con ¥, conocido, la cual podemos tomar, sin pérdida de generalidad, igual
a la matriz identidad de dimension r, que denotaremos por I,.. Note que si p = 1 tenemos
el MEM simple discutido en el capitulo 1.

Aligual que en el M EM simple podemos definir dos versiones del M E M multivariado,

la funcional y la estructural. Aqui nos centraremos en el caso estructural donde suponemos

que z; es independiente de €;, 1 = 1,...,n. Luego, tenemos que

0 1
son vectores aleatorios iid, i =1,...,n , con

T
1 1
V = ¢, + oI, .
(3) (5) +¢
Sean dy > dy > --- > d, los valores propios de la matriz de covarianza muestral, la

cual denotamos por
1< = =
sz—§(@—zxa—zﬁ,

n <
=1

con Z = > | Z;/n. Sabemos que S puede ser escrita como
S = GD(d) G,

donde G es una matriz ortogonal r x r con la i-ésima columna correspondiente al i-

ésimo vector propio de S y D(d) = diag(dy,...,d,), una matriz diagonal. Finalmente,

g Gio
G = ,
<G21 G22>
donde g1; es un escalar y Gag es p x p. Asi, los EMV estan dados por, Gleser (1981) y
Shyr (1984),

particionamos G como sigue:

a=Y-X8,
~ O
5:£ y ¢=- d;
g11 b=
y
u d L d;
I T L o2ty
=1 pe



con Y = S Yi/n, Y=Y, V) i=1,...,onyc=1+ BT,@ Alternativamente,
los EMV pueden obtenerse usando el algoritmo EM, ver Kimura (1992) y Bolarine y Galea
(1995).

Para estimar la varianza de los estimadores podemos usar la matriz de informacién
observada o la esperada. Nosotros usamos la matriz de informacién observada, la cual se
encuentra en el apéndice A. Dado que el vector 3 es de interés primario en este modelo,

a continuacién presentamos su distribucién asintética. Ver Shyr (1984).

Teorema 2.1 Bajo el modelo (2.4): \/n(8 — B) 2 N,(0;823), donde

Q= {— Ly Dy, 4 "), (2.5)

— =+
1+8"'875 7
con Ty = ¢/ .

Usando este resultado podemos construir, por ejemplo, el test de Wald para probar

hipotesis lineales de la forma H : A3 = a.

2.3. Modelo heterocedastico

En el modelo anterior hemos supuesto que la matriz de covarianza de los errores es
de la forma ¢X, con ¥, conocida, lo que conduce a un modelo homocedastico, donde
las varianzas de los errores de medicion son iguales a ¢. En esta seccién consideraremos
el modelo (2.3), pero las varianzas de los errores de medicién pueden ser distintas, dando

origen a un modelo heterocedastico. En efecto, desde (2.3) tenemos que

Z; - (g) 4 <;3> Tt € (2.6)

1 =1,...,n, donde ahora suponemos que

€ ~ Nr(Oa Ee)a

1 =1,...,n, con X, = Dz’ag(ag,a%,...,ag), una matriz diagonal r x r. Para p > 2

este modelo es identificable y no necesitamos imponer restricciones sobre los parametros.

Asi entonces tenemos que

Z; iid N,(p, V), i=1,...,n, (2.7)

p= ( af%uz ) y V=02 ([15) (g)T-f-EE. (2.8)
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Se sabe que (ver Barnett, 1969) cuando p = 2, los EMV tienen forma explicita y estan

dados por:
fo =X, 62=855'5152 di=Yi-5X, &=Y— X, (2.9)
Bl = S5 Sho, 32 = So;' S12
Y, R R
60 = S0 — 02, 07=S51 — P62, 05 =Sy — 362,
donde,
1 — _ 1 — _ _ 1 — _ _
Soo = - Zl(Xz - X)? So = - ZI(XZ - X)(Ya — Y1), Soa= - Zl(Xz — X) (Y — Y5),
s zlzn:(y. “V)2, S zlzn:(y- V) (Ya-Ta) y S :li(y _ 1)
11 n < 71 1) 12 n - 71 1 22 2 22 n - 12 2) -
y

_ 1 1 &
X==Y X, V,==) Y, j=12

Para p > 2, los EMV de p, y «; son, ver Shyr (1984),

Los EMV de los restantes parametros satisfacen las siguientes ecuaciones:

. 11
Vis-vv' (ﬂ) —0, (2.10)
&(2) = SOO - OA-za AJQ' = Sj] Aj2'6-§7 J= 1a y Py

donde

Alternativamente podemos usar el algoritmo EM para encontrar los EMV de 8. Como es
conocido, el algoritmo EM (Dempster et al., 1977; Little y Rubin, 1987) aumenta los datos
observados Z = (Zy,...,Z,) con datos hipotéticos o no observados = = (1,2, ...,Z,)
de tal forma que el EMV de 0 basado en Z¢ = (Z,z) sea facil de calcular. Dada una
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estimativa 8™ en la iteracién m, la iteracién m + 1 del EM consiste de dos etapas; una

etapa E de esperanza y una etapa M de maximizacion. En la etapa E calculamos el valor

esperado de la funcién de log-verosimilitud completa ¢(6|Z¢) con respecto a la distribucién

condicional de z dado Z y 6. En la etapa M maximizamos la funcién resultante con

respecto a @, y obtenemos asi una nueva estimativa Qim+1

). Cada iteracién del algoritmo

EM incrementa la funcién de log-verosimilitud observada (0| Z); £(8"™|Z) < ¢(0"™)|2).

En efecto, sea Z¢ = (x;, Z;)T, con i = 1,...,n el conjunto de datos completos, los no

observados (z;) y los observados (Z;). Luego tenemos que
Zlc ~ NrJrl(/'l’za 2z)7 L= 17 ey 1,

independientes, donde

Mg ) 1 bT
l"l’z - Mz y EZ =0, ( T )
o+ B, b bb- + B

con , )
1 .0 o
b= (ﬁ) y B:D@ag(a—g,...,U—Z).

De (2.11) sigue que la funcién de log-verosimilitud completa estd dada por,

1.(0) = Z 1:(6),

donde, l.;(0) = ¢ — 1log|3.| — 16.:(0), con 6,(0) = (Z¢ — )" =71 (Z — p.).

De (2.11) tenemos que, ver Bolfarine y Galea (1995),

. 1,02 ~
& = E(xZ;,0) = g + E(?Xi — pi(c = 1)+ B8"BTHY; — ),
0

2= FB(2?|Z;,0) =3+ =, i=1,..,n,

7

8 Ml*@qm

donde, B; = Diag(g—z, ..., %), una matriz p x p.

g

Maximizando (2.12) nos queda

(2.11)

(2.12)

(2.13)

(2.14)



Y

Note que no necesitamos de un procedimiento iterativo para obtener el maximo de la
funcién de log-verosimilitud completa. La implementacién del EM es simple a pesar de

que para alcanzar la convergencia se requiere de varias iteraciones.
En efecto las etapas del algoritmo, ver Bolfarine y Galea (1995), son:
Etapa E: Dado 8™, en la iteracién m, calcule Z; v x? usando (2.13),i=1,...,n.

Etapa M: Usando (2.14) obtenga un nuevo estimador o+, Repita el proceso para

m=0,1,...

Existen varios criterios de convergencia utilizados en la literatura. Aqui citamos tres de
ellos. Sea 8™ la estimativa de 8 en la m-ésima iteracién, m = 0,1,2, .. ..

Como criterio de convergencia del algoritmo EM podemos usar:
100 — V|| < ¢ | (2.15)

donde ||a|| denota la norma del vector a y € > 0, o alternativamente
o) — o V)|
16|

(2.16)

Finalmente, si ¢(6|Z) es la funcién de log-verosimilitud observada, podemos decir que

el algoritmo EM converge en la m-ésima iteraciéon si
(0™ 2) — (0™ V|Z) < ¢ . (2.17)

Para iniciar el algoritmo EM, o sea, para asignar un valor a 8°), podemos usar, por
ejemplo, el método de estimacién propuesto por Barnett (1969), basado en que para p = 2

se obtienen soluciones explicitas, ver ecuacién (2.9).

La matriz de informacién esperada toma la forma:
Iﬂxﬂm I.Uaca Iﬂmﬁ 0
L., Laa I O

Isp. Ipa Igg Ips

Ix(0) =
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donde I, ,,, = [({),a,)], una matriz con elementos I,,,,, 0, una matriz nula, y asi suce-
sivamente. Los elementos de estas matrices son presentados en el apéndice C. La inversa

de la matriz de informacién, I:'(@), la denotamos como:

Eﬂza Eﬂrﬁ Eﬂz‘ﬁ

by by by
2(0) = Qg aa af agp
(©) Yo Bpa s Hpe
Yo Voo  Dgp e

Finalmente, sabemos que 0 se distribuye asintéticamente normal con vector de media 6 y
matriz de covarianza 3 = (), la cual estimamos por 3 = X(8). Este resultado puede
ser usado para construir intervalos de confianza asintéticos para los parametros de interés
y/o para funciones lineales de la forma a’@. También, usando el test de Wald, podemos
probar hipotesis lineales del tipo Hy : A0 = a.

2.4. Bondad de ajuste

Al igual que el capitulo 1, para evaluar el ajuste del modelo estructural normal mul-
tivariado, podemos construir el grafico de las distancias transformadas, ver Little (1988)
y Lange et al. (1989). Sea

6:(0)=(Z;—w)!'Vvz,—p),i=12..n (2.18)

la distancia de Mahalanobis. Bajo el supuesto de normalidad, sabemos que §;(80) tiene una
distribucién y? con r grados de libertad, i = 1,2,...,n. Ademds, 52(9) tiene, asintética-
mente, la misma distribucién x2, i = 1,2,...,n. Usando la aproximacién de Wilson-

Hilferty, ver Johnson y Kotz (1970), tenemos que

{@@)/mF - (-2}
Ry

Zi =

(2.19)

i =1,2,...,n, se distribuye aproximadamente N(0,1). Un @ — @ plot de las distancias
transformadas z;, ¢ = 1,2,...,n, puede ser utilizado para avaluar el ajuste del modelo

estructural normal multivariado.

2.5. Comparacién de instrumentos de medicién

Al igual que el simple con error de medicién, el MEM multivariado ha sido utilizado,
ver Barnett (1969), Theobald y Mallison (1978), Shyr y Gleser (1986) y Fuller (1987),
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para comparar instrumentos de mediciéon. En efecto, supongamos que una caracteristica
x es medida por varios métodos en un grupo comun de n unidades experimentales. Como
en Barnett (1969) suponemos que uno de los instrumentos es estandar, que mide x con un

error de medicion. Es decir, para modelar esta situacion experimental usamos el modelo

Z. — (2) 4 (g) 5ite (2.20)

x; ~ N(pig,02) independientes de €; ~ N,.(0,X,),

heterocedastico dado por

con

i=1,...,n, donde ¥, = Diag(c2,0?, ..., p) En este contexto a es el vector de sesgos
aditivos y 3 el vector de sesgo multiplicativo. La confiabilidad del j—ésimo instrumento

estd dada por,

a2 2/(@2.2 | 2\
= f50./(B;0, +03), 3=0,1,...,p, (2.21)
donde (G, = 1.
Como antes sea 8 = (u,, a”, 8", ¢")", con ¢ = (02,0¢,...,02)" y considere la trans-
formacion

0 —g( ) ( 7ﬁ K ) :<91(9>,g2(0)7---,937«,2(0))7“

Entonces tenemos que
9(8) es AN(g(6), DLD")

donde
0
891 p:rrl Opep  Opa(r+1)
D= pxl Opep LIy Opopriny |
'rxl Orxp Dl 2
con las matrices Dy, 7 X p, y Do, r X (r 4+ 1) dadas por

(
() mtaon

donde Wy = 2Diag(3; 'ki(1 — k1), ..., B, k(1 — Kp)), Uy = —0,2Diag(k, —%,...,

d = —0,%(ko(1 — ko), -, kip(1 — k)T, un vector r x 1.

S o

25
N~—
o

Luego, podemos escribir

Qaa Qaﬁ Qom
DYDT =Q = Qs Qs Qi |,
Qna Qnﬁ an
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donde Qaa = Eaa, Qaﬁ = Eaﬁ, Qﬁﬁ = Eﬁﬁ, Qom = EaﬁDT + Ea¢Dg, Qﬁﬁ = EﬁgD? +
YssD3, y
Q... = D35,D] + Dy 33D] + D X5,DF + DXy sD1

con K = (Ko, ..., )" . En muchos problemas puede ser de interés probar la hipétesis nula

Hy:a=0,8=1,k) = K1 = ... = Ky, la cual podemos escribir como Hj, : A8* = a,
donde
I, 0 0
A=|01, 0 |,
0 0 A

1 -1 0 0 0
0O 1 -1 0 0

Al = )
0o . . .00 1 -1

una matriz pxry a = (0,...,0,1,...,1,0,..,0)T de dimensién 3p x 1. El estadistico de Wald
para probar H, esta dado por

W, = (A0* — a)"(AQAT) (A" — a), (2.22)

donde € denota el EMV de Q. Asi, Hy es rechazada al nivel v is W, > x2__, donde x2_,
denota el percentil 100(1 — ) % de la distribucién chi cuadrado con 3p grados de libertad.
Otra hipétesis de interés puede ser Hy : a = 0,3 = 1, o equivalentemente H, : A0* = a,

con a de dimension 2p X 1, donde

I, 0 O
(6na)
una matriz de dimensién 2p x (3r — 2), de rango 2p. En este caso el estadistico de Wald
estd también dado por (2.22) el cual, en muestras grandes, se distribuye aproximadamente
Xgp. Para comparar la confiabilidad de los instrumentos la hipétesis relevante puede ser
Hy : ko = K1 = ... = Ky, 0 equivalentemente Hj, : A@" = 0, con 0 de dimensién p x r, con
A = (0, A;), una matriz p x (3r—2) de rango p donde A; como fue definida anteriormente.

En este caso,

W, = 6" AT(AQAT)"' 46", (2.23)

el cual, en muestras grandes, se distribuye aproximadamente Xf,. Para més detalles sobre

esta seccién ver Bolfarine y Galea (1995).
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Tlustracion: Datos de Barnett Considere los siguientes datos, tomados de Barnett
(1969), relativos a un estudio médico para avaluar la calidad de dos instrumentos usados
para medir la capacidad vital pulmonar (z) en un grupo de pacientes. Un instrumento
es de tipo estandar y otro nuevo, portatil y mas facil de operar. Ademas, el instrumento
estandar requiere de un operador especializado. Los dos instrumentos fueron comparados
en un grupo comun de n = 72 pacientes, operados por un operador especializado y por
uno no especializado. Las cuatro combinaciones instrumento-operador seran denominadas
como (Theobald y Mallison, 1978):

Instrumento 0: Instrumento estdndar y operador especializado;
Instrumento 1: Instrumento estandar y operador no especializado;
Instrumento 2: Instrumento nuevo y operador especializado;
Instrumento 3: Instrumento nuevo y operador no especializado.

Sea X; la medida de la capacidad vital para el paciente ¢ proporcionada por el in-
strumento 0, considerado estandar y sean Y;; la medida de la capacidad vital obtenida
por el instrumento j para el paciente ¢, con j = 1,2,3 y ¢ =1,2,...,72. El conjunto de
observaciones Z; es presentado en la tabla (2.1)

Siguiendo a Barnett (1969) y Theobald y Mallison (1978), vamos a suponer un modelo
estructural normal, con p =3 y n = 72.

La Tabla 2.2 muestra varias iteraciones del algoritmo EM, para algunos estimadores,

mostrando que la convergencia es alcanzada aproximadamente en la iteracién 200.

Tabla 2.2: Convergencia del algoritmo EM

m B B2 B3 6926 &3 6% ‘AT% 632,

o0  1.075 1.212 1.149 517731.2 54174.1 20448.3 27561.4 37534.2
100  1.059 1.192 1.307 534003.7 50249.3 19151.6 29234.6 38842.2
200 1.059 1.192 1.131 5340424 50248.1 19150.7 29235.3 38843.2
500 1.059 1.192 1.131 5340424 50248.1 19150.7 29235.3 38843.2
2500 1.059 1.192 1.131 534043.4 50248.1 19150.7 29235.7 38843.2

La Tabla 2.3 muestra las estimas de maxima verosimilitud y sus errores estandar

asintoticos.
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Tabla 2.1: Medidas de la capacidad vital para 72 pacientes, hechas por 4 in-
strumentos

Obs. | X Yi Y, Ys | Obs. | X Yy Y, Y3

3450 | 3530 | 4030 | 3720 || 37 | 1060 | 1000 | 850 | 600
1310 | 1320 | 1610 | 1600 | 38 | 2000 | 1800 | 1270 | 1700
3820 | 3720 | 4150 | 3700 || 39 | 2280 | 2280 | 2380 | 2350
2110 | 2880 | 2740 | 2520 || 40 | 1940 | 1800 | 1670 | 1580
1860 | 1420 | 1540 | 1690 || 41 | 2580 | 2700 | 2850 | 2110
1940 | 1780 | 2020 | 1800 || 42 | 1400 | 1440 | 1680 | 1480
2360 | 2260 | 2430 | 2350 | 43 | 1260 | 1100 | 1000 | 1030
2880 | 2920 | 2650 | 2860 || 44 | 2320 | 2420 | 2360 | 2360
1980 | 1720 | 1800 | 1660 || 45 | 2000 | 1940 | 1980 | 1980
10 | 3120 | 3180 | 3250 | 3040 || 46 | 2400 | 1900 | 1470 | 1740
11 | 1760 | 1630 | 1390 | 1200 || 47 | 2880 | 2980 | 3240 | 3140
12 ] 1480 | 1760 | 1700 | 1640 | 48 | 3420 | 3150 | 3200 | 3200
13 | 1840 | 1660 | 1400 | 1650 || 49 | 1000 | 1130 | 650 | 840
14 | 3580 | 3480 | 3680 | 3960 | 50 | 1400 | 1400 | 1350 | 1380
15 | 1880 | 2000 | 2090 | 2070 || 51 | 1880 | 1710 | 1600 | 1350
16 | 2400 | 2320 | 2550 | 2480 | 52 | 1280 | 1260 | 1160 | 1330
17 12220 | 2120 | 2290 | 2270 | 53 | 3120 | 3000 | 3110 | 3250
18 12540 | 2500 | 2620 | 1960 | 54 | 3770 | 3340 | 3900 | 3700
19 | 920 | 1200 | 640 | 1030 | 55 | 3420 | 3220 | 3120 | 3290
20 | 2240 | 2160 | 2300 | 2300 | 56 | 2740 | 2880 | 2850 | 2880
21 | 2240 | 2130 | 2030 | 2140 | 57 | 2840 | 2920 | 2710 | 2750
22 | 2260 | 2510 | 2400 | 2450 || 58 | 3800 | 3740 | 3440 | 3400
23 | 3860 | 4180 | 3980 | 3680 || 59 | 2100 | 1680 | 1650 | 1930
24 | 2780 | 2100 | 1890 | 2000 | 60 | 1820 | 1400 | 1060 | 1050
25 | 2220 | 1400 | 1840 | 1360 | 61 | 1400 | 1320 | 1350 | 1100
26 | 1880 | 1820 | 1900 | 1840 || 62 | 2200 | 1680 | 1640 | 1110
27 | 940 | 960 | 1060 | 1000 || 63 | 1940 | 1900 | 1820 | 1270
28 | 2480 | 2220 | 2150 | 2150 || 64 | 3260 | 3200 | 3250 | 3270
29 1660 | 1780 | 1760 | 1800 || 65 | 1960 | 1940 | 1890 | 1920
30 | 4040 | 4180 | 4000 | 3770 || 66 | 1320 | 1260 | 1140 | 1000
31 | 2540 | 2560 | 2080 | 2250 || 67 | 2840 | 3060 | 3650 | 3510
32 | 1780 | 1700 | 1390 | 1200 | 68 | 2060 | 1840 | 1720 | 1780
33 | 1280 | 1300 | 800 | 1130 || 69 | 2200 | 1970 | 1900 | 2270
34 | 1940 | 2060 | 2030 | 1880 || 70 | 1260 | 1150 | 860 | 1150
35 | 1760 | 2000 | 1860 | 1860 || 71 | 3040 | 2840 | 2850 | 2670
36 | 2040 | 1660 | 1470 | 1160 | 72 | 2140 | 2180 | 2560 | 2720

© 00 1O UL W N

Fuente: Barnett (1969).
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Tabla 2.3: EMYV y sus errores estandar asintéticos

Parametro Estima  Error estdandar

s 2246.11 90.1

o -204.50 105.7
a -528.60 121.8
as -437.25 123.2
B 1.059 0.045
3 1.192 0.052
3 1.131 0.052
o2 534042.4 9.710*
o2 50248.1 9.6103
o2 19150.7 5.310°
o2 29235.7 7.310°
o2 38843.2 8.310°

La Figura 2.1 muestra el grafico de las distancias transformadas para el modelo nor-
mal. Se puede observar un ajuste razonable.

~

La EMV del vector de confiabilidad es, & = (0,9 40 0,9683,0,9629, 0,9462). La matriz
T ﬁ )T estd dada por,

de covarianza asintética estimada de 6" (

11173,81
9328,60 14854,50
8855,14 9961,76 15187,60

—4,51 —3,76 —3,57 2,1073

—3,76 —5,99 —4,02 2,103 3,103

—3,57 —4,02 —6,12 2,1073 2,1073 3,1073

0,58 0,65 0,62 —3,10%* —3,107* -3,10°% 4,107%

—0,13 0,01 4,1073 6,10~° -5,107% —2,107% 6,105 104

0,01 —0,18 2,1073 —6,10~6 8,107° —10—6 7,105 10~° 10—4

0,01 5,1073 —0,28 —4,107%  —2/10°¢ 10—4 104 3,105 4,107% 2,107%

Usando estos resultados y la estadistica de Wald, podemos probar hipétesis lineales. En
efecto, la hipotesis Hy : a3 = as = a3 = 0,0, = B = B3 = 1,kg = K1 = Ky = K3 €s
rechazada al 1% ya que W, = 40,28, con 9 grados de libertad. La hipdtesis Hy : oy =
ay = a3 = 0,0, = B = B3 = 1, es también rechazada al 1%, pues W, = 33,45, con 6
grados de libertad. Finalmente la hipétesis Hy : kg = k1 = ko = k3 es no rechazada al 5%
ya que W, = 8,03, con tres grados de libertad. Theobald y Mallison (1978) obtienen las

mismas conclusiones usando el test de la razon de verosimilitudes.
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Figura 2.1: Grafico de la distancia transformada para el modelo normal

Transformed Distances

Quantiles of Standard Normal
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Capitulo 3

Modelo Estructural ¢

3.1. Introduccién

En los capitulos anteriores hemos considerado modelos estructurales normales, es decir,
donde tanto el predictor como las respuesta siguen una distribucién normal multivariada.
Como método de estimacion usamos maxima verosimilitud.

Ciertamente la distribuciéon normal es 1itil en muchos casos y gran parte de la inferencia
estadistica para variables continuas ha sido desarrollada bajo el supuesto de normalidad.
Esto es particularmente el caso de andlisis multivariado y regresiéon lineal.

Sin embargo, es conocido que la inferencia basada en la distribucién normal es vulner-
able a la presencia de “outliers” en los datos, que provienen de distribuciones con colas
mas pesadas que la normal. O sea, es un hecho reconocido que los outliers tienen una gran
influencia sobre los estimadores y test de hipdtesis basados en maxima verosimilitud.

Esto ha provocado innumerables estudios sobre procedimientos o métodos para el
analisis de datos que contienen outliers o observaciones extremas. Es asi como en la actu-
alidad existen en diversas areas de la estadistica una variedad de métodos para analizar
datos en presencia de outliers.

Un enfoque es a través de la identificacién y eliminacién de outliers seguido de infer-
encia estadistica (maxima verosimilitud) basada en la distribucién normal. De hecho, una
amplia area de investigacion es la deteccién de datos atipicos, especialmente en modelos
lineales y andlisis multivariado. Algunas referencias bésicas son Barnett y Lewis (1994),
Belsley et al. (1980), Chatterjee y Hadi (1988), Cook y Weisberg (1982), Hawkins (1980)
y Pena y Yohai (1995). En el drea de modelos de regresién con errores en las variables
dos trabajos pioneros son Kelly (1984), Wellman y Gunst (1991) y Abdullah (1995). Una
referencia bésica para influencia local es Cook (1986).

Otro enfoque es la acomodacién de observaciones aberrantes usando procedimientos
robustos cldsicos. En esta direccion, han sido desarrollados métodos robustos, de modo
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que los “outliers” tengan menos influencia sobre las estimativas finales; ver Huber (1981),
Hampel et al. (1986), Rousseeau y Leroy (1987), Staudte y Sheather (1990) y Maronna
et al. (2006). En el drea de modelos de regresion con errores en las variables algunas
referencias son Kelly (1984), Zamar (1989) y Cheng y Van Ness (1990).

Una tercera posibilidad es usar distribuciones simétricas, con colas mas pesadas que la
normal, las cuales permiten reducir la influencia de los outliers sobre los EMV. Una clase
de distribuciones que ofrece varias alternativas en este sentido es la clase de distribuciones
elipticas. Esta familia de distribuciones, que contiene las distribuciones normal, ¢ y normal
contaminada multivariadas, entre otras, ha tenido un interés creciente en los tltimos anos;
ver por ejemplo, Fang y Zhang (1990), Fang et al. (1990), Fang y Anderson (1990), Kano
et al. (1993), Berkane et al. (1994) y Arellano-Valle (1994). Dentro de esta clase una de
las distribuciones mas utilizadas como alternativa a la normal es la distribucion t.

En los anos recientes, varios autores han sugerido la distribucion ¢ multivariada co-
mo alternativa a la normal multivariada por tener las colas mas pesadas y, por lo tanto,
“acomoda” posibles outliers presentes en los datos. Asi, el uso de la distribucién t propor-
cionaria un procedimiento robusto de andlisis de datos. Por ejemplo, Rubin (1983) obtiene
los EMV para los parametros de la distribucién ¢ multivariada usando el algoritmo EM;
Little (1988) extiende los resultados de Rubin (1983) a datos incompletos, Sutradhar y
Ali (1986) usan maxima verosimilitud en el modelo de regresién multivariado con errores
distribuidos t. Lange et al. (1989) ilustran el uso de la distribucién ¢ em regresién y en
algunas areas de andlisis multivariado, ver también Taylor (1992). Sutradhar (1993) pro-
pone un test score para probar que la matriz de covarianza es igual a una matriz dada,
usando también la distribucién ¢; Bolfarine y Arellano (1994) usan la distribucién ¢ en
el modelo lineal simple com errores en las variables y Bolfarine y Galea (1996) usan esta
distribucion en modelos de calibracién comparativa.

En este capitulo, seguimos el enfoque propuesto por Lange et al. (1989) y extendemos
el modelo estructural normal simple del capitulo 1, suponiendo que las observaciones
siguen una distribucién ¢ bivariada.

3.2. La distribucion t multivariada

En esta seccion presentamos algunas propiedades de la distribucién ¢ multivariada.

Definicién 3.1 Diremos que un vector aleatorio Z = (Zy,...,Z,)" p-dimensional tiene
una distribucién ¢ multivariada, con vector de posicién p € IRP, matriz de escala A, p X p,

definida positiva y v grados de libertad, si su densidad estd dada:
f2(2) = K(v,p)(1+ (z = ) "A™ (2 — ) /v) 20, 2 € RY; (3.1)
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donde

K(,p) = |A]3T (” ;p) /T G)pr (5)vt v>0

Si un vector aleatorio Z tiene una densidad dada por (3.1) lo denotaremos por Z ~
tp(/'lﬂ A7 V)'

Recientemente, esta distribucién ¢, introducida por Dunnett y Sobel (1954) y Bennett
(1961), ha sido bastante utilizada, para v pequeno, en anédlisis multivariada debido a
sus colas pesadas y, consecuentemente, los EMV de p y A son resistentes a outliers.
Ver Maronna (1976), Rubin (1983), Little (1988), Lange et al. (1989), Berkane y Bentler
(1994), Kent et al. (1994).

Propiedad 3.1 Sea Z = pu + W /U, donde W ~ N,(0,A) independiente de U ~
x*(v)/v. Entonces Z ~ t,(u, A, v).

Note que dado U = u, tenemos que
(Z|U = u) ~ Ny(p,u*A) . (3.2)
De aqui es fécil ver que la densidad de Z es (3.1). Es decir,

0 “ —1
fz(z) _ / ’A’—1/2(Qﬁu—l)—pﬂe—a(z—u)TA (Z_“’)fU(u)du ’
0

donde fi7(u) es densidad de U. O sea, la distribucién ¢ multivariada es una mezcla de una

distribucién normal multivariada y una distribucién y?2.

Propiedad 3.2 Sea (Z|U = u) ~ N,(p,u™*A), donde U ~ x*(v)/v, v > 0. Entonces

tenemos que
(i) Z ~tp(p, A, v);
(it) (U|Z =2) ~x*(v+p)/(v +6), donde § = (Z — )" A" (Z — p);
(i) 6/p ~ F(p,).
Note que esta propiedad sigue directamente de la propiedad (3.1).
Propiedad 3.3 Sea Z ~ t,(pu, A, v). Entonces,
E(Z) = p siv>1 vy

Var(Z) = (v/(v—2))A siv>2.
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Usando la propiedad (3.1), tenemos que
E(Z)=pu+EQ/NU)EW) vy Var(Z)=EU HYEWWT)
)PT(5h)/T(5) siv > 1y BE(UY) = (v/(v—2))

y el resultado sigue, ya que E(1/V/U) = ( L

siv > 2.

v
2

También, usando la propiedad (3.1), tenemos:

Propiedad 3.4 Sea Z ~ t,(pn, A,v) y a € RY, ¢ < p, A una matriz ¢ x p de rango q y
X =a+ AZ. Entonces
X ~t(a+Apu, ANAT V) .

Particionemos Z, p y A como
7 () e G oo (R0 80)
donde Z1 y pysongx1,g<py Ay esqxq.
Propiedad 3.5 Sea Z ~ t,(u, A, v). Entonces, tenemos que
Zy ~ty(py, A1, v).

Note que esta propiedad sigue de la propiedad (3.4).

Propiedad 3.6 Sea Z ~ t,(u, A, v). Entonces
(Z11Z2 = z3) ~ ty(py + A12Asy (20 — pay), Ao, v+p—q)

donde Ay = Ay — AjaAL,) Ay Ver Arellano-Valle (1994).

De esta propiedad sigue que

B(Z1|Zy = z5) = py + AioAgy (20— py)  siv+p—q>1 (3.3)

v+ (22— py) A% (25 —
v+p—q—2

Var(Z,|Z, = z5) = A (3.4)

siv+p—q>2.

Mardia (1970) define el coeficiente de curtosis multivariado, 3, ,, por
Pop=E{(Z —p)'S7H(Z —p)}*, (3.5)

donde ¥ es la matriz de covarianza de Z. En el caso eliptico tenemos, ver Berkane y
Bentler (1987), que

K+1=[a,/p(p+2) (3.6)

donde k es denominado parametro de curtosis.
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Propiedad 3.7 Sea Z ~ t,(u,A,v). Entonces el coeficiente de curtosis multivariado

estd dado

Bap=p(p+2)(v—2)/(v—4) para v > 4.
Usando (3.5) y la propiedad (3.1), tenemos que
Bop = ((v = 2)/v)’E(U)E[(W'A™'W)?]

y el resultado sigue, ya que E(U™%) = 1?/(v —2)(v —4), v > 4 y como W ~ N,(0,A),
E[(WTAT'W)?] = p(p + 2), ver Graybill (1983).
Ahora, como k + 1 = 5, /p(p + 2), ver (3.6), sigue que

k=2/(rv—4)siv >4 (3.7)

Propiedad 3.8 Sea Z ~ t,(p, A, v) con densidad fz(z,r) dada por (3.1) y sea fy(2) la
funcién de densidad de un vector aleatorio con ~ N,(u, A). Entonces,

lim fz(z,l/) = fN(Z) , Vz € IR”.

Esta propiedad sigue directamente del hecho que (Tong, 1990):

i (14 (2 = A = )30 e { e = ) A - )

V—00

y que
lim K (v,p) = 1/(2r)P?| A/

Este resultado muestra que la distribucién normal multivariada puede ser obtenida a

partir de la distribucién ¢ multivariada, haciendo v +— oo.

3.3. Modelo estructural ¢

Recordemos que el M E esta dado por,

Xz‘ = I + €i0
Y = a+ﬁ$“ 221,2,,7L,

donde Y; y X; corresponden a la i-ésima observacion, cuyos verdaderos valores son y; y

x;, respectivamente, y €, y €;; son errores de medicion. En notacién matricial podemos

Zz(f/):(g)—l—(;)x%—e i=1,...,n. (3.9)
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Como en Bolfarine y Arellano-Valle (1994), suponemos que los vectores aleatorios no
observables (x;, €, €;1) " son iid como una distribucién ¢ trivariada con vector de posicién
(2, 0,0)T y matriz de escala diagonal diag(¢,, ¢o, ¢1). Ademds suponemos, al igual que en
el capitulo 1, que la razén de varianzas A = ¢g/¢; es conocida, y sin pérdida de generalidad
podemos tomar ¢y = ¢; = ¢, (A = 1). Luego la distribucién de Z; = (X;,Y;)” es una
distribucién ¢ bivariada con vector de posicién pu = (p,, o + Bpu,)’ y matriz de escala

(bt d Bé
V‘( 56, ﬁ2¢z+¢>’ (310)

es decir, Z; ~ to(pe, Viv), v > 0,4 = 1,...,n. La funcién de densidad de Z; esta dada
por:

1 _ 1 _1g
f(z::8) = oIV -6,(8) 207, (3:11)

donde §;(0) = (z; — )"V z; — ) y 0 = (o, B, ¢, 1o, ¢2)". La distribucién ¢ incorpo-
ra un parametro adicional, v, denominado grados de libertad, el cual permite ajustar la
curtosis de la distribucién. Este pardmetro puede ser fijado a priori y Lange et al. (1989)
recomiendan tomar v = 4. Alternativamente, puede ser estimado desde los datos. Para

algunas dificultades en la estimacién de v, en el contexto de regresion, ver Fernandez y
Steel (1999).

Para obtener el EMV del vector 8, usamos el algoritmo EM, ver Bolfarine y Arellano-
Valle (1994). En efecto las etapas del algoritmo son,

Etapa E: Dado 8™ en la iteracién m, calcule v; = (v +2)/(v + 6;(0"™)) i =1, ..., n.

Etapa M: Obtenga un nuevo estimador ™+"

—(Sxx(v) = Syy(v)) + /(Sxx(v) — Syy (v))? + 4(Sxy (v))?

, usando las ecuaciones,

P = X (), g

QSX)/(U)
(3.12)
y
m \/ m Y m 1 m m S Y
OZ( +1) — Y(’U)—ﬁ( +1)X('U), Cb( +1) — E(SYY(U>_5( +1)SXY(U))a gbg(c +1) = n;():”('i‘l))?
donde,



n n n n n
1

Syy(v) = - Zvi(Y,; —-Y(0))? X(v)= ZviXi/Zvi,, Y (v) = ZviY}/Zvi.

i=1
Repita el proceso para m = 0,1, ...

Para estimar la varianza de los EMV podemos usar la inversa de la matriz de infor-
macién esperada. Como discutido en Arellano-Valle y Bolfarine (1996b), el calculo de la
matriz de informacion es mas simple si usamos la siguiente parametrizacion ortogonal, en
el sentido de Cox y Reid (1987), transformando @ en v = (uy, o, ¢1, ¢2, ¢3)T, donde,

pr =+ Bug, po = fla, O1= (1 + 52)% +¢, p2=0¢, y ¢3=20. (3-13)

Con esta parametrizacién tenemos que,

Z; iid to(p,V,v), i=1,....n, (3.14)

_ [ M _ o1 [ &1+ P 5(¢1—¢2)>
“_(uz) v V=045 <ﬁ<¢1—¢2> bt o ) B

donde

Usando la expresién dada por Lange et al. (1989), Arellano-Valle y Bolfarine (1996b)
muestran que la matriz de informacién esperada para el modelo estructural ¢ bajo la

parametrizacién ortogonal toma la forma,

K = Diag(K,, Ky, kg), (3.16)
donde
K, —n" 2y o ( ()2t (L) (2 )
2 9 — L _ Y 9 % B ,
v+4 _ V+r4 2¢n¢2) 1 V_Lll)( i ) 1

M

y ks —(Zii)( 2)7, con of = (515

particular, 3 ~ AN (3, n( 4) %)

) ¢162. Luego, para n grande, 4 ~ ANs(~, K '). En

3.4. Test de hipétesis

En esta seccion estamos interesados en probar la hipétesis Hy : 3 = [y, con 3y conoci-
do. Usando la parametrizacién ortogonal (3.13), Arellano-Valle y Bolfarine (1996b) mues-

tran que el test de la razén de verosimilitud para probar Hj, con v conocido, esta dado

por, o i
G, = 2{1(5) — 1(30)} = n{log(22) — (v + 2)iog (7)) (3.17)
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donde, QNSj denota el EMV de ¢; bajo Hy, j = 1,2, y m, = ([[_,0)"", vi = (v +
2)/(v+0i()), i =1,...,n; my y m, denotan los EMV de m, bajo Hy y sin restricciones,
respectivamente. El estadistico (3.17) tiene bajo Hy, para n grande, aproximadamente una
distribucién chi cuadrado con 1 grado de libertad. Como es bien conocido, la performance
de este estadistico puede ser mejorada si consideramos la modificacién (1+b)~'G;, donde
b es un factor de correccién de Bartlett. En efecto, Arellano-Valle y Bolfarine (1996b)
muestran que el TRV corregido toma la forma,

Gi = (1+b,)7'Gy, (3.18)

con b, = bs(1 + 0,), donde by, = 5/2n es el factor de correccién del modelo normal, y

4 13+ 250% + 88y — 24
0, = —= : (3.19)
5(v+2)(v+6)2(r+38)

Note que b, — by, cuando v — oc.

3.5. Bondad de ajuste

Sabemos, ver propiedad (3.2), que §;(0)/2 tiene una distribucién F' con 2 y v grados
de libertad. Ademéss, F, = §;(8)/2 tiene asintéticamente la misma distribucién F, i =
1,2,...,n. Como sugerido por Lange et al. (1989), un método préctico para avaluar el
ajuste del modelo estructural t es el grafico de la distancia transformada. Utilizando la
aproximacién de Wilson-Hilferty (Johnson y Kotz, 1970), tenemos que

(1-a) E" = ()

~ w

9
1/2
2 2/3 1
{@) P+
1 =1,2,...,n, tiene aproximadamente una distribuciéon normal estandar. Asi, un Q) — Q)

plot (estadisticos de orden esperados versus observados) de las distancias transformadas
zi, 1 =1,2,...,n, puede ser usado para avaluar el ajuste de la distribucion ¢ multivariada.

Ilustracién: Datos de Kelly Los datos de la tabla 3.1, tomados de Kelly (1984),
corresponden a mediciones de niveles de suero kanamycin hechas por dos métodos en
muestras de sangre de 20 recién nacidos. Con el método estdndar (X) la muestra de
sangre se toma desde el talon del bebé mientras que con el método nuevo (Y) la muestra
se toma través de un catéter umbilical.

La figura 3.1 muestra el diagrama de dispersion de los datos. Se observa cierta tendencia
lineal y un par de observaciones potencialmente atipicas. Las figuras 3.2 y 3.3 muestran
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Tabla 3.1: Medidas de suero hechas por 2 instrumentos

Obs. | X Y

23.0 | 25.5
33.2 | 26.0
16.6 | 16.3
26.3 | 27.2
20.0 | 23.2
20.0 | 18.1
20.6 | 22.2
18.9 | 17.2
17.8 | 18.8
10 |20.0 | 16.4
11 | 26.4 | 24.8
12 ] 21.8 | 26.8
13 1149|154
14 | 17.4 | 14.9

CO 1O Ul W N

Ne}

15 120.0 | 18.1
16 | 13.2 | 16.3
17 | 284 | 31.3
18 1259 | 31.2

19 | 18.9 | 18.0
20 | 13.8]15.6

Fuente: Kelly, 1984
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Figura 3.2:

Transformed Distances

Figura 3.1: Grafico de dispersién
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Figura 3.3: Grafico de la distancia transformada para el modelo ¢ con v = 10

Transformed Distances

Quantiles of Standard Normal

los graficos de las distancias transformada para los modelos normal y ¢ con v = 10. Como
podemos observar el modelo estructural ¢ presenta un mejor ajuste que el modelo normal.

La Tabla 3.2, tomada de Bolfarine y Arellano-Valle (1994), muestra los valores de [(¥)
y B para varios valores de v. Vemos que v = 10 presenta el mejor ajuste.

Tabla 3.2: Valores de I(%) y /3 para varios valores de v

v 81l
5000 1.07 -73.4701
100 1.08 -73.4195
50 1.09 -73.3718
25 1.11 -73.2945
11 1.15 -73.1925
10 1.16 -73.1905
09 1.17 -73.1938

Con v = 10, las estimas de los pardmetros son,

~

i, = 20,36, &=-2,89, &, =1629, =330, y (=116 (3.21)

Algunas estimas de los errores estandar de & y 3 se presentan en la tabla 3.3. Para mas
detalle ver Kelly (1984) y Bolfarine y Arellano-Valle (1994). La hipétesis Hy : « = 0,5 =1

en la parametrizacion original es equivalente a Hy : 3 = g, 8 = 1 en la parametrizacién
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ortogonal. En efecto usando el TVR (3.17) tenemos que G; = 2(73,76 — 73,19) = 1,14, de

modo que no podemos rechazar Hy: a = 0,3 = 1.

Tabla 3.3: Errores estandar de los estimadores & y B

Estimador normal ¢ con v =10 bootstrap, B=200
Q 3.39 3.60 4.58

~

B 0.16 0.17 0.23
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Capitulo 4

Diagnésticos de Influencia

4.1. Introduccién

La deteccién de datos atipicos (outliers) y/o influyentes, es una etapa importante en
cualquier andlisis estadistico. Esto es escencial para evaluar la sensibilidad (robustez) de
los resultados obtenidos, con el conjunto de datos disponibles, ya que observaciones atipi-
cas pueden distorsionar las estimas de los parametros, conduciendo en algunos casos a

decisiones erroneas.

Existen varias alternativas, para evaluar la influencia de perturbaciones en los datos
y/o en los supuestos del modelo sobre los estimadores de los parametros de interés. Ver,
por ejemplo, Cook y Weisberg (1982), Chatterjee y Hadi (1988), Cook (1986) y Barnett y
Lewis (1994). La eliminacién de casos, es una técnica de diagnéstico comun para evaluar
el efecto de una observacion sobre el proceso de estimacion y test de hipdtesis. Este es un
analisis de influencia global, ya que el efecto de la observacion es cuantificado eliminandola
del conjunto de datos. Alternativamente, Cook (1986) propone un interesante método,
denominado influencia local, para evaluar el efecto de pequenas perturbaciones en los datos
y/o en los supuestos del modelo estadistico, sobre los estimadores maximo verosimiles, sin
eliminar observaciones. El método fue aplicado por Galea et al. (1997, 2003) en modelos
lineales elipticos. Resultados adicionales sobre influencia local y aplicaciones pueden ser
encontrados en Escobar y Meeker (1992), Zhao y Lee (1998), Galea et al. (2005) y Lesaffre
y Verbeke (1998).

4.2. Influencia local

Sea 1(0) la funcién de log-verosimilitud del modelo postulado (8 = (™, B, ¢, i, ¢2)"
para el modelo estructural) y sea w un vector ¢ x 1 de perturbaciones perteneciente a
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algiin subconjunto de RY. Las perturbaciones son hechas en la funcién de log-verosimilitud
que toma la forma [(6@|w). Denotando el vector de no perturbacién por wy, asumimos que
[(@|wy) = (). Para evaluar la influencia de las perturbaciones sobre el EMV de 6,

podemos considerar el desplazamiento de verosimilitudes
LD(w) = 2{1(6) — 1(6.)} ,

donde 6,, denota el EMV bajo el modelo perturbado ! (O|w).

En algunas situaciones, puede ser de interés evaluar la influencia sobre en subconjunto
0, de 6 = (OlT,OZT)T. Por ejemplo, podemos tener interés en 8, = 8 0 6, = ¢. En tales
casos, el desplazamiento de verosimilitudes puede definirse como

LDy (w) = 2{I(6) — 1(61,,05(61,))} .

T ~

donde Elw puede obtenerse desde éw = (5 O;Fw)T y 52(/9\1(0) es el EMV de 6, para glw

fijo en el modelo perturbado.

lw>

La idea de influencia local es caracterizar el comportamiento LD(w) en wy. El pro-
cedimiento consiste en seleccionar una direccién unitaria I, ||I|| = 1 y luego considerar el
grafico de LD(wq + al) contra a con a € R. Este gréfico es denominado linea ajustada.
Note que ya que LD(wg) = 0, LD(wq + al) tiene un minimo local en a = 0. Cada linea
ajustada puede caracterizarse considerando la curvatura normal C;(0) alrededor de a = 0.
La sugerencia es tomar la direccién I, correspondiente a la mayor curvatura Cy, . (0).
El gréfico indice de I, puede revelar aquellos elementos que bajo pequenas perturba-
ciones ejercen una notable influencia sobre LD(w). Cook (1986) muestra que la curvatura

normal en la direccién I es de la forma

Ci(@)=2|I" ATL'AL|, (4.1)

donde —L es la matriz de informacién observada para el modelo postulado (w = wy) y
A es una matriz p* X ¢ con elementos

0?1(0|w)
Ay =02
J 8«9i8wj
evaluada en 6 = Vw=uwy, t=1,....,p y j =1,...,9. En el modelo estructural,

p* = 2p + 3. Pero, la maximizacién de (4.1) es equivalente a encontrar el mayor valor
propio, en valor absoluto Cj_, de la matriz B = ATLA, V lnax €s el correspondiente

vector propio. Para un subconjunto 8, la curvatura en la direccién 1 esta dada por
C1(8)) =217 AT (L™' — Byy)Al|,
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donde
0 O
By = (0 t2_21) ,

y Loy es obtenida de la particién de L acorde a la particién de 8. El vector propio Imax

corresponde al mayor valor propio, en valor absoluto, de la matriz B = A” (ffl —By)A.

Otra importante direccién, ver Escobar y Meeker (1992) y Verbeke y Molenberghs
(2000) es I = ey, la cual corresponde a la i—ésima posicién, donde hay un uno. En ese
caso, la curvatura normal, denominada influencia local total, de la unidad experimental
i, esta dada por C; = 2|el Be;,| = 2|b;|, donde b;; es el i—ésimo elemento de la diagonal
de B, i =1,...,n. Verbeke y Molenberghs (2000) proponen considerar la i—ésima obser-

vacién como influyente si C; es mayor que el valor de corte 2 E C;/n. Nosotros usamos
i=1
linae vy C; como diagnostico para influencia local.

Fung y Kwan (1997), presentan una interesante discusién sobre aplicaciones de in-
fluencia local en otras medidas de influencia diferentes al desplazamiento de verosimili-
tudes. Ellos muestran que una medida de influencia, digamos fw, es escala invariante si
T =0T w/0w|w=w, = 0. Cuando esta derivada es distinta de cero el ordenamiento en-
tre los componentes de I, no es necesariamente preservado bajo cambios de escala. En
particular, para el desplazamiento de verosimilitudes, I' = 8L(§w) /0w|w-w, = 0. Esta
propiedad también se cumple, por ejemplo, para la medida de influencia propuesta en
Paula (1993). Sin embargo esta propiedad no se satisface en otras medidas de influencia,
como es notado por Fung y Kwan (1997).

4.3. Derivacién de la curvatura para el MEM Multi-
variado

En esta seccion derivamos la matriz de informacion observada y la matriz A para
deferentes esquemas de perturbacién en el MEM multivariado (2.3). Primero derivamos

la matriz de informacion observada.
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4.3.1. Matriz de informacion observada

Sea 8 = (a”, B, ¢, iy, )T €l vector de pardmetros del MEM. Para el modelo estruc-

tural dado en (2.4), la funcién de log-verosimilitud puede ser escrita como

16) =" 1(6) . (4.2)

donde ) .
r
1;(0) = ~5 log(27) — 3 log [V| — 3 Qi) , (4.3)
con
Txr—1 1 2
Qz(e) = (Yi - HY) A% (Yi - NY) = 5 (Chz' - f%z’) )
1=1,...,n, ya que
1 ¢
V_l:_Ir_fbbT y f= - )
¢( ) O+ @z
con
G = (Xi — p12)? + (s — o — Bu) " (Y, — o — Bu)
y
G2 = (Xi — o) + (Yi —a — Bua) '8,
1 =1,...,n. Luego la matriz Lg esta dada por

Loo Lag Lag Lap, Lag,
Lgs Lgs Lpu. Lps,

Ls = Lyy Lop, L,
L#x,“:c L,“:c o
Ly, s,

Los elementos de la matriz Lg son presentados en el apéndice.

4.3.2. Perturbacion de casos

Considere el vector de pesos w = (wi,...,w,)T de modo que la funcién de log-

verosimilitud perturbada es
[(Olw) =Y w;Li(6) (4.4)
i=1

donde [;(0) esta dada por (4.3). El vector de no perturbacién es denotado por wy = 1,, =
(1,...,1)T. Sea A, = (A,1,...,A,,) la sub-matriz de A in (4.1), correspondiente al
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parametro 7. Asi, A,;, ¢ =1,...,n es la i-ésima columna de A, con v = o, 3, @, [z, G-

Luego, después de algunas manipulaciones algebraicas, tenemos que

B =5 (Y= Y) = f 0] (45)
Api=—fB+ (X + fga)Au (4.6)

1 1 2
R R RREAr T BT @)

A, = <1 :bfc> G (4.8)

f
Ay, = ~ %0, (c—q2Ay,,) (4.9)
i = 1,...,n. Las expresiones (4.5) a (4.9) deben ser evaluadas en los correspondientes

EMV y la matriz A en (4.1) toma la forma

>
n

Il
e

, la cual es de dimension (2p + 3) x n.

4.3.3. Perturbacion del predictor

En esta seccion modificamos el predictor observado mediante esquemas de pertur-
bacion aditivo y multiplicativo. El modelo perturbado nos queda

Zi(w) = (g) 4 (;;) i+ e,

con €y, ..., €, iid N,(0,¢I,), donde

Xi + w; ., .
1Y l) , con perturbacién aditiva,
Zi(w) = Z
Xiwj . s T
v ) , con perturbacion multiplicativa,
i
i=1,....,nyw= (w,...,w,)". El vector de perturbacién nula es wy = 0 en el caso

aditivo y wg = 1,, para el caso multiplicativo. La funcién de log-verosimilitud perturbada
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sigue desde (4.2) con Z;(w) reemplazado por Z;, i = 1,...,n. Asi, usando la misma
notacién de la seccién 4.3.2, sea A7, (AT}) la i-ésima columna de A, cuando consideramos

el esquema aditivo (multiplicativo). Luego nos queda

f
A =L
(%) <¢>57

A%izi[(Yi—?—YIB)—Qmeﬁ] )
Azi_%[QQig_é‘i‘}b(Xi_y_fQZi)] 5
o _ 1-fe

Hai &
. 10f
bei :g_b%q%’

1=1,...,n, donde

of __f*  0f _f0-fo
6 6. 0 06 o

Para el esquema multiplicativo tenemos

. (4.10)

AL = X, A

yio

COH’}/:OZ,ﬁ,(ﬁ,,LLx,be,Z': 17"‘7”‘

4.3.4. Perturbacion de una respuesta

En esta seccion perturbamos una variable de respuesta utilizando los mismos esquemas
de la seccién anterior. Sin pérdida de generalidad, perturbaremos la primera respuesta.
De este modo el vector de respuesta perturbado es

%)= (v

donde
Y,(w) Y, +w; ey, additive perturbation,
i\W) = T .
Y,; ® 1,(w;), multiplicative perturbation,
con e; = (1,0....,0)7, 1,(w;) = (wi,1,..., )T, vectores p x 1, w = (w1,...,w,)T y ®

denota el producto Hadamard. Similarmente a la seccién 4.3.3 obtenemos:
1

AL = 5[61 — 58],
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AG; = é (X (e1— f3B) + [aui(er —2fB18) + fBu(Yi = Y)] |
¢[61 gi; q2i + — {( 1)—fQQi51}] )
=;ﬁl<l—fc> ,
a 61 8f
B =75 g,
y
ArvnZ =Y Aiz ,

cony=a,B,¢, g, 0z, i =1,...,ny 0f /0y Of /0p, como en (4.10).

4.3.5. Perturbacién de varianzas de los errores de medicién

En el MEM hemos asumido homocedasticidad, es decir que las varianzas de los errores
de medicién son iguales. En esta seccion, consideramos un modelo heterocedastico donde

¢ .
VCLT'(Q]'):J,LU]'>O, 7=01,....p.
J

Asi, el modelo perturbado puede escribirse como

(@) (e

con €;,1 = 1,...,n vectores aleatorios iid N, (0, p D™!(w*)), donde D(w*) = diag(wy, wy, - - -

y D7} (w*) denotando su inversa, w* = (wp,w?)?, con w = (wy,...,w,)".

En este modelo perturbado tenemos que Z; son vectores aleatorios iid con

zoe (o) + () 0 Vi) (411)

i=1,...,n, donde V(w*) = ¢, bb’ + ¢ D' (w*) . Luego, (4.11) implica que la funcién
de log-verosimilitud para el MEM perturbado es

1(0]w*) Zz (8]w*) , (4.12)

where

(Blw) = — log(2m) — 5 log [V (w")| — 5 Q:(6lw")
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@@@ﬂzgwwﬂ—ﬂwmywn,

qui(w*) = wo(Xi — pz)? + (Yi — a — Bu,) ' D(w) (Y; — . — Bua)
Q2i(w*) = wo(X; — pa) + BTD(W) (Y; — o — Bu,) ,

i=1,....n,y
)= i
con c(w*) = b" D(w*)b, como definida anteriormente. Usando (4.12) tenemos:
A, =0,
8y ="{~(6+ f5"Sb) (0 DB)) + [985 D) + (0. D(Su +516))

+[(S10 5 Su) = f(S10+SuB)b" —2fBb'S +2/*(b" Sb)Bb" |D(b)}

f 1 fb'Sb ¢,b'Sb

5757 11D() — - (L4 )7 sDw)
A, =0 and

)b’ D(b)

+

(1 fo)
<=7 250,

con v = (Spo, S11,- - - ,Spp)T y las matrices S1g y S1; estan definidas en el apéndice A.

Ay {[o+2fb" S| b D(b) — 2b" SD(b)} ,

Si el supuesto de homogeneidad es razonable los elementos del vector |l,,.x| deberian

ser similares. En otro caso, l,,,, puede ser util para construir un modelo mas apropiado.

4.4. Derivacion de la curvatura para el modelo es-
tructural ¢

Como en Kim (2000) consideramos un modelo perturbado en el cual los vectores

aleatorios Z; = (X;,Y;)T son independientes con distribucién to(u, X/wi;v), i = 1,...,n.

Aqui w = (wy, ..., wn)T vy wo =1, = (1,...,1)T. Con este esquema de perturbacién colo-

camos pesos a la matriz de escala para cada observacion y, en general, provee resultados
similares a perturbacién de casos.

En este caso la matriz A esta dada por,

A = DyD(a), (4.13)
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donde Dy = [dyg...dn| vy D(a) = diag(ay, ..., a,), con a; = —v(v + 2)/2(v + 6;(0)),

dig = (dia; dig, dig, dipy,,, dig.))", diny = : como en el apéndice i = 1, ..., n, evaluada en

9y
6 = 6. Note que para el modelo normal (v — o), A = (—1/2)Dy.

Para el esquema de perturbacion de casos, la correspondiente matriz A es

1
A=C- §D9D(b), (4.14)
A 5 1
donde © = ¢(0) @ 17, ¢(0) = ~L7EVI)) o ver apendice, y b = (b, b,)" con
2
;= %&(0), i=1,...,n. Para el modelo normal, A = C — 1 D,.

Para més detalles sobre este capitulo, ver Galea et al. (2002a, 2002b)

4.5. Aplicaciones

En esta seccion aplicamos la metodologia a tres conjuntos de datos aparecidos en la
literatura.

Aplicaciéon 1: Datos de Chipkevitch Estos datos corresponden a mediciones del
volumen testicular de 42 adolescentes usando cinco técnicas diferentes: ultrasonido (US,
X), método grafico (I, Y1), medicién dimensional (II, Y3), Prader orchidometer (III, Y3) y
anillo orchidometer (IV, Y}), con el ultrasonido considerado como instrumento estandar.
Los volumenes testiculares derechos son presentados en la tabla 4.1. Una transformacion
raiz cubica fue usada para alcanzar normalidad. Asumiremos el modelo homocedastico y
nos centraremos en el vector de parametros @ y sobre el subconjunto 8, = (a’, ,BT)T, que
corresponden a los sesgos aditivos y multiplicativos, respectivamente, de los instrumentos

de medicién.
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Tabla 4.1: Datos volumen testicular (en ml)

Adolescente Métodos
nimero US 1 11 II1 v
1 5.0 7.5 5.9 8.0 9.0
2 5.7 5.0 4.8 6.0 10.0
3 7.4 5.0 6.8 9.0 12.0
4 2.6 3.5 3.1 4.0 4.0
5 5.7 5.0 5.0 6.0 7.0
6 6.1 5.0 4.4 7.0 8.0
7 6.2 5.0 6.0 8.0 9.0
8 10.4 10.0 8.8 10.0 10.0
9 9.1 7.5 7.9 10.0 11.0
10 14.8 10.0 13.0 12.0 15.0
11 16.4 12.5 10.3 17.5 17.5
12 9.6 7.5 8.2 10.0 11.0
13 15.7 15.0 19.8 20.0 20.0
14 3.0 2.0 2.0 3.0 4.0
15 16.4 150 17.3 20.0 20.0
16 17.6 15.0 17.3  20.0 22.5
17 10.0 7.5 7.9 12.0 12.0
18 4.1 3.5 4.4 4.0 6.0
19 12.7 10.0 11.4 12.0 12.0
20 2.7 3.5 4.1 2.5 6.0
21 10.2 10.0 11.1 12.0 13.5
22 16.5 10.0 15.3 15.0 15.0
23 4.5 3.5 3.9 6.0 7.0
24 5.6 5.0 4.5 4.5 6.0
25 11.0 7.5 9.7 9.0 11.0
26 9.2 10.0 11.3 12.0 13.5
27 8.5 7.5 8.8 12.0 12.0
28 5.4 5.0 6.1 8.0 8.0
29 6.7 7.5 7.2 10.0 8.0
30 5.3 5.0 5.9 8.0 10.0
31 20.0 20.0 16.3 25.0 225
32 18.8 150 16.3 20.0 25.0
33 13.9 125 122 150 17.5
34 9.4 10.0 10.3 12.0 13.5
35 9.1 7.5 10.8 12.0 12.0
36 14.1 15.0 13.0 13.5 15.0
37 9.3 10.0 8.4 10.0 10.0
38 20.9 20.0 22.1 25.0 25.0
39 11.5 10.0 10.6 15.0 13.5
40 9.7 10.0 9.7 11.0 12.0
41 13.7  12.5 11.6 17.5 15.0
42 8.9 10.0 8.1 12.0 12.0
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Figura 4.1: Grafico indice de l,,., para perturbacion de casos—Aplicacién 1.

La suposicién de homogeneidad parece sensible si nos centramos en 6, ya que

max| = (0,43504, 0,51309, 0,43625, 0,42440, 0,42078)7 .

Las estimas de los pardmetros son a; =

0,068428, as = 0,030502, a3

0,033242,

@1 = 0,38755, 31 = 0,93198, B, = 0,96856, 33 = 1,0319, 3, = 0,89725, ¢ = 0,0054155,

= 2,1005 v &, = 0,12333.

En el esquema de perturbacion de casos tenemos Cj_. = 4,582 y se destaca el adoles-

cente 20, como se observa en la figura 4.1.

Siguiendo el enfoque de Wu y Luo (1993) presentamos en la figura 4.2 gréficos del de-

splazamiento de verosimilitudes LD(w(a)) versus a para las direcciones Ly v €29, donde

w(a) = 1y + alpax y w(a) = 149 — aeq, respectivamente, con esy denotando un vector

nulo teniendo con el 20%™° componente reemplazado por 1. Las curvas presentan com-

portamientos similares. Tomando a > 0, ellas presentan cambios substanciales , indicando

que el adolescente 20 podria ser influyente.
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Figura 4.2: Graficos del desplazamiento de verosimilitudes LD(w(a)) versus a para las

25

2.0

15

1.0

0.5

0.0

a

direcciones I, v €29 — Aplicacién 1.
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Figura 4.3: Gréfico de |lyax| versus raiz cibica de las mediciones tomadas por la técnica
IV, perturbaciones aditivas — Aplicacién 1.

A continuacién analizamos los efectos de perturbar las mediciones hechas por los cin-
co instrumentos. Los valores de Cj_  para las perturbaciones aditivas son 235.14 (US),
243.83 (I), 238.8 (II), 231.20 (III) y 246.50 (IV), mientras que para las perturbaciones
multiplicativas los valores de (), son 1412.6 (US), 1367.6 (I), 1400.1 (II), 1515.2 (III) y
1680.9 (IV). Estos valores revelan que el desplazamiento de verosimilitudes es mas sensible
a perturbaciones multiplicativas que aditivas. También, el desplazamiento de verosimili-
tudes es mas sensible a la perturbacion de las mediciones que al esquema de ponderacion
de casos. Las figuras 4.3 a 4.5 ilustran las diferencias entre las perturbaciones. La técnica

IV es usada debido a que presenta un mayor valor de Cj__. .
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Figura 4.4: Gréfico de |lyax| versus raiz cibica de las mediciones tomadas por la técnica
IV, perturbaciones multiplicativas — Aplicacion 1.

Aplicaciéon 2: Datos de Barnett Consideremos nuevamente los datos de Barnett
(1969), presentados en la tabla 2.1. Adoptando el modelo homocedéstico, y de acuerdo al
0) = 59,35,

max (

esquema de perturbacion de varianzas tenemos que C}

= (0,70839, 0,30780, 0,38823, 0,50271)

Linax

Cr(01)=1221y
Lnax = (—0,73253, —0,17966, 0,36928, 0,54291)" . (4.15)
Los elementos del vector |ly.x| son una indicacién de que la varianza de los errores de

medicion son diferentes. Nosotros nos centraremos en 6,. El vector [,,,, puede ser usado

para ajustar las varianzas de los errores mediante

¢

Var(ei) = 1 —

a es tal que el denominador es positivo, 7 = 0,1,...,p. Transformamos los datos Z;

resultando

T
((1 + alane) " Xiy (14 alypae) 2 Vit oo (1 alaa,) 2 Vi ) :
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Figura 4.6: Grafico indice de I, para perturbacién de casos — Aplicacién 2.

i=1,...,n,y proporcionando un nuevo vector Iy (I .., digamos). Graficando
’ * , *
= mix — min
5@ J:O,%,p |lmax]| ]207177p |lmaxj‘

versus a seleccionamos a tal que J, sea minimo. Comenzando desde I, en (4.15) con
0, = 0,55287 obtenemos a = 0,2295 y 9§, = 0,36783. Asi, podemos considerar un modelo

revisado con varianzas de los errores

0 0 ¢ ¢
0,83188 7 0,05877 " 1,0848 * 1,1246

Las estimas de los pardmetros en este modelo son are a; = —190,95, ap = —528,78,
a3 = —447,39, B, = 1,0537, By = 1,1920, B3 = 1,1351, ¢ = 33964, 1, = 2246,1 y

¢, = 534,031. Perturbacién de casos destaca los pacientes 23, 30, 58 y 67, al igual que lo
observado en la figura 4.6.

En lo que sigue comparamos influencia local y eliminacién de casos. Siguiendo a Zhao
y Lee (1998), la distancia de Cook puede definirse por

~ -~

D2 = (61 — 61)" [V(0.)] " (B1) — 61)/2p ,
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Figura 4.7: Gréafico indice de la distancia de Cook (D2;) — Aplicacién 2.

7 =

un estimador consistente de Var(/O\l), y en este caso usamos (—Lg)~!. La figura 4.7 nos
muestra el grafico indice de D2;,7 = 1,...,n. De nuevo se destacan los pacientes 23, 30,

58 v 67.

La figura 4.8 muestra gréficos del desplazamiento de verosimilitudes LD, (w(a)) versus
a para las direcciones I, v eg7. Note que la curva LD en la direccion eg; tiene mucho
menos cambio que la curva en la direccion ., (En la figura 4.6 el caso 67 tiene mayor

componente en |l.«|). Ya que Iy« es dominado por los pacientes 23, 30, 58 y 67, tenemos

0.06

0.04

0.02

0.0

023 067
030
058
o
o o
o
o
o fe) (o] o (o]
o)
o
o] [o] o
o° °
o o° e o o o©
o
o o O o [e] o o
o o0 % o,” oo o oo o oL o
T T T
20 40 60
index

1,...,n, donde 51(1-) denota el estimador del pardmetro sin el caso ¢, y V(@l) es

indicios de influencia conjunta global. Ver también las figuras 4.8 y 4.2.
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Aplicacién 3: Datos de Kelly Consideremos nuevamente el conjunto de datos repor-
tados por Kelly (1984) y modificados por Kim (2000). Los datos consisten de mediciones
pareadas de niveles de serum kanamycin en muestras de sangre de 20 recién nacidos. Kim

(2000), considerando un modelo normal, detecta las observaciones 2, 17 y 18 como més
influyentes en B, el EMV de (.

Siguiendo el enfoque de Bolfarine y Arellano-Valle (1994), ajustamos un modelo ¢ a
los datos considerando varios valores de v. La tabla 4.2 abajo presenta las estimas de
los parametros y los valores de la funcién de log-verosimilitud para algunos valores de v.

Como podemos ver desde la tabla, cuando v = 1 obtenemos el mejor ajuste.

Tabla 4.2: Estimas de los parametros para algunos valores de v

v & g ¢ i Pa 1(0)

1 2.922 | 0.803 | 1.767 | 18.872 | 7.674 | -339.06
10 6.078 | 0.669 | 4.647 | 20.900 | 27.83 | -2148.38
1000 | 7.027 | 0.624 | 5.373 | 21.583 | 33.277 | -2829.59

La figura 4.9 muestra graficos indice de l,,,, para v = 1, v = 10 y v = 1000 grados
de libertad. Las observaciones 2, 17 y 18 parecen tener una moderada influencia en la
estimacién de @ en el modelo normal ( ¥ — 00). Por otro lado, la figura 4.10 presenta
graficos indice para (), los cuales indican que la observaciéon 2 no es influyente en el

modelo normal, sélo lo son las observaciones 17 y 18.

En el caso Cauchy (v = 1) y en el modelo ¢t con bajo grados de libertad, esta influencia

se reduce sustancialmente.

En las figuras 4.11 y 4.12 consideramos un estudio de influencia local con interés en 3,
también analizado en Kim (2000) para el modelo normal. Los resultados de Kim (2000)
son similares a los de la figura 4.9, para v = 1000. Sin embargo, en el modelo ¢ con bajo
grados de libertad las observaciones tienen poca influencia, como se puede apreciar en las
figuras 4.11 y 4.12.
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Figura 4.9: Grafico indice de l,,,, correspondiente a @ con v = 1,10, 1000
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La tabla 4.3 considera influencia global para B usando el cambio relativo, RC' =
(3 — /ﬁ\(l))/m, como considerado en Kim (2000), donde B([) denota el EMV de 3 después
de eliminar las observaciones pertenecientes al conjunto de indices I. Al contrario de Kim
(2000), al eliminar cualquiera de las observaciones 2, 17 y 18, el cambio relativo permanece
practicamente igual. Lo mismo ocurre cuando grupos de dos de las tres observaciones
son eliminadas. Kim (2000) también senala que las observaciones 17 y 18 enmascaran la
influencia de la observacién 2 en el modelo estructural normal. Podemos notar que esto
no parece ser el caso en el modelo estructural ¢ con grados de libertad pequenos.

Tabla 4.3: Influencia global para B

I v=1 v=10 v=1000
by RC | By RC | By RO
2 092 0.14 | 0.75 0.13 | 0.66 0.06
17 093 0.15(0.78 0.17 | 0.69 0.11
18 093 0.15|0.80 0.19]0.73 0.16

2,17 1.07 0.33 [0.95 042 ]0.78 0.25
2, 18 1.07 0.33 [0.96 0.43]0.83 0.33
17, 18 1.07 0.34 1 0.97 0.45 ] 0.88 0.41
2,17,18 | 1.24 0.55 | 1.19 0.77 | 1.17 0.87

Del analisis de los residuos, denotados por e;, basados en los EMV y definidos por
Kim (2000), vemos que las observaciones 18, 12 17 presentan residuos grandes en valor
absoluto, ver tabla 4.4. También podemos notar que el residuo, en valor absoluto, de la
observacion 2 es mas grande que en el modelo normal. Sin embargo, eliminando las tres
observaciones, y denotando los nuevos residuos por é;, vemos claramente que las observa-
ciones 2, 17 y 18 son outliers, como fue también notado por Kim (2000). Para méas detalles
ver Galea et al. (2002b).
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Tabla 4.4: Residuos para los modelos Cauhy y Normal

Obs Cauchy Normal

€; é; €; é;

3.81 1.85 | 3.82 1.31
-3.58 -10.02 | -1.75 -9.80
0.05 090 |-1.09 -0.12
3.16  -0.25 | 3.76 -0.54
422 357 | 3.69 281
-0.88 -1.53 | -1.41 -2.29
2714 183 | 232 1.11
-0.90 -1.06 | -1.62 -1.91
1.59 191 | 0.67 0.98
-2.58  -3.23 | -3.11 -3.99
0.68 -2.77 | 1.30 -3.06
6.38 494 | 6.17 4.31
0.52 211 |-093 0.96
-1.99 -1.50 | -2.99 -2.45
-0.88 -1.53 | -1.41 -2.29
278 512 | 1.04 3.85
-5.22 -12.01 | -3.24 -11.73
-6.52 -13.75 | -4.37 -13.40
-0.10 -0.26 | -0.82 -1.11
1.60  3.67 |-0.04 245

o T Gy G oy G g S g
S O T A W = © 00D W
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Apéndice A: Matriz de informacién observada para el
modelo homocedastico

En este apéndice presentamos los elementos de la matriz de informacion observada
—Lg dada en la seccién 4.3.1. Sea

S* = S108" 4+ BSo1 + S1: B8 + BB'S1 (A1)

donde Sp1, S1p y S11 son sub-matrices correspondientes a la particion de
S
S — S00 01 :
S0 Su

con sy un escalar y Sy de dimension p x p. La matriz Lg tiene los siguientes elementos :

n /
Laﬁ :YLaou Lad):Oa

L :—Mﬁa LOC%:()7

Oz QS

Laa =

— )
Loa =" fo (1, — 27 pp) + = e L0
+ fb/Sb(Ip—Zlfﬁﬁ/)—Sll—l—QfS*],
2
Lﬁaﬁ:% _%[f(sl()‘l'Sll;B)(l“_%)—be/Sb(l—i—
LQMZYLQM,
Lsy, = _w [(1+ 2fZSb)B - l (S10 +Su3)],

¢
1 2, 1 ,
Lo = 2[5 0+ (1= £+ L sv .+ 2) - 2 (u(s) - rv's).

L¢Nz:O7
L :nf[ﬁ_b’Sb(l—fc_f(ch—l)
T 2, e 0 0 s

nc
Luzﬂz = _g (1 - fc) ’ L,Ufa:¢z = 0 y

fe, 1 b'Sb
@)2[§+ - (fe=1)],

donde S* como en (A.1) y todas las expresiones deben ser evaluadas en los EMV.

2f¢
Pz

) Bl

)l

Ly, =n(

62



Apéndice B: Matriz de informacion observada para el
modelo estructural ¢

En este apéndice presentamos los elementos de la matriz de informacién observada

para el modelo estructura t. De (3.11), sigue que

ol(0)  10loglV]| 1 v+2

_ 1 , B.1
oy 2 Oy 2v+6,(0) " (B-1)
con d;y = 8%(70),7 =a,B,0, iy Y Ou, 0;(0) como en (3.11), i = 1,...,n. Luego, tenemos
que
Olog| V| dlog|lV| 1 a
) A ) 7 P =1 A R B.2
05 " Ta5 o4 52
dlog|V| _ac  Olog|V| 0. ~=au
agbx qu? 87 ) b X
2
dio = a{aﬁ%i —(Yi —a— Bu.)}, (B.3)
2
dig = a{CLQQqSi —aqe (Y — o —2Bpuy) — (Y — a — Bug) b, (B.4)
a, 1l a, qu
diy = _Qi__|____, B.5
2
dmx = 5Q2i(a0 - 1); (B‘G)
2
ads;
diy, = ——(ac—1), B.7
o= S ®.7)

donde ¢ =1+ 627 a = ¢w/(¢ + C¢x)7 q1i = (Y; — Q= 6;“/90)2 + (Xz - Mr)Q y
@i = B(Yi —a = Bpe) + (Xi — pa), i = 1,
Desde (B.1) vemos que la matriz de informacién observada, por elemento, esta dada por

. 0%l
Li(0)=— : B.
©=|(55)] (B5)
donde
82li B _18210g’V| _1 v+2 o dwdh—
oyor 2 oyt 2v+68(0) 7T v+6(0) )7
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con diy, v =

donde

026;(9)
oot

a, B, ¢, iz, 5 como en (B.3)-(B.7) y djyr =

?log|V|  &log|V|
dady  Op.0y

:O’ ,y:a7/67¢7/’6507¢17’

d”log|V| )
sao = 200~ 25,
D?log|V| )
— 9
?*og|V|  _af
=2—(1 — ac),
0506, 2o, )
821Og|V| 1 a?

ao0o 't
9log|V| a’c

0006, @2
8210g|V| B —(%)2
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(B.9)

(B.10)

(B.11)

(B.12)

(B.13)

(B.14)

(B.15)



diﬁux
dige,

digg
didwz

dipp,
d

7;/1@ Mz

ity b

digpse =

i =1,...,n. Finalmente, la matriz de informacién observada es L = Z Ll(9)

%),

{aB(Y; — a — 2Bu;) + agai(1 — 2a8%) + .},

—~
—_
I
)
@

SIS VIR SH

(¥~ a— Bus) - aﬁ%i(% + 2,

o3

2a3
PPz

2

5{:”925 + 2a,uxQZi - a(Y; — o= 25%)2
+4a25QQi(Yz’ —a—20u,) + a2(1 - 4a62)qgi}7
2 1 1 2a
a{acbi(}/i —a—20u,) (= +

Q2i(1 - GC),

a\ an0 1 20
Qb qu) a /BQ2Z(¢+ ¢93
+’§<Yi—a—m>},

2(1 ; ac) {2@56121' — (YZ —a— 26#%)}7
2a1 —ac)

Pdq
2 2¢* , 1  a

Edi(e) - MQ%(& + @

%{Cbz’ —ac(l + Z_f)q%}a

a <1—ac+a—2a20)
Ods Ga
2¢(1 —ac)/ ¢,
2ac(l —ac)

ngbx q2i,
2a%c(1 — ac)

b2 Qo>

)

{2a8q3; — q24(Yi — o — 281, },

),

)qgm

n

i=1
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(B.18)
(B.19)
(B.20)
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(B.22)

(B.23)
(B.24)
(B.25)
(B.26)

(B.27)
(B.28)
(B.29)
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Apéndice C: Matriz de informacion esperada para el

modelo heterocedastico

Los elementos de la matriz de informacion esperada para el modelo heterocedastico

estan dados por:

e e
Ly = (1 — 1/”‘7 )/ Ops ppay, = w022’ THebe T U230 fpeod T quof- =0, (C1)
kY x k¥ x
conk=1,...,p,y7=0,...p
Lo = (1 ﬁ_;%) I NP _ nBipk | e 7o PO
g2 vod’? TR vaia?’ kBk vo} o2’ kP UO'%U?C’Q)
Io,02 :]akaf :IQW?, k=1,...p; 7=0,...,p
n nG; nﬂkﬁz

o = S22 =10+ k20— =), Lo = k) (24D, (€3

k k k0.

nB n Bk nBe  nB
Iﬁkcf% - 1)0'130'4 (U - 1/”) Iﬁkag - _’020']% 37 Bkoﬁ - ’UT";CL UQO'k
nﬁkﬁ?
Iy.o=— Ck£l=1,..p.
Pr vioio) 7 p
n n n B n B nﬁ,? B ‘
lozoz = 20t woS | 2008 o305 m’ R0k 27)2040;§’ =L (C4)
n n n nﬁk
I I = k=1,.. p; C.5
GO 208 wob 6t 20208’ o 2020kt o b (C.5)
n nﬁk nﬁk B nﬁkﬁl B

[aiaﬁ r‘_% - r‘_k 2020 8’ olc? = W? k 7& l= 17 ey P (06)
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